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Inng&ngnr. 

1. 

Allir vita, hva5 tala er, tal og tol*. Visindagrein su, er 
kennir edli og hattalag talnanna eda peirra meSferS, nefnist af 
sumum Tolvisi (Konrad Gfslason); o: tSluvisi, talnavisi, tOlufraeSi 
(Arithmetica, af grisku or5i apid , |j.oc tala). 

2. 

Tolvisin er hinn .fyrri hluti staer8afrae3innar (Matbematica), 
sem er su visindagrein, er raeSfr urn eiginleglelka og sambdnd 
staerSanna yGr hofu8. En StaerS (Quantitas) er J)a5 edli hlutanna, 
fyrir hvert peir geta hngsazt meiri e5a minni, t. a. m. Timi hefir 
staerS, pvf hann getur hugsazt lengri e5a styttri. 

3. 

StaerSir eru tvennslags, eSahugsast rae5 tvennu mdti: con- 
tinues (samfeldar) og discretae (sundurlausar). Hinar samfeldu 
eru heildir, hvar enginn skilnaSur er milli partanna, svo sem 
lengd, timabil, afl, flytir. f>aer sundurlausu eru sofn samkynja 
einstakra hluta e9a eininga, t. a. m. flokkur manna, rikisdalatal 
og yfir hofuS oil tala. f>6 geta samfeldar staerSir skoSazt sem 
sundurlausar s. s. 4 stundir, 5 {)ingmannalei5ir, 7 £r, 1 skippund 
eda 4 vaettir, 6 hesta atak, J)yngd likamanna a midbaugi og vi5 
heimsskautin, ljossfns hra5i og magn pess, svo sem pegartungls- 
Ijosid er borid sanfun vid sdlarljosid. Her er stundin, pingmanna- 
leidin, dn'5, skippundiS, vaettin, hestsafli'5, fallrum a secundunni, 
vegur farinn & secundu hinir toldir hlutir. 

4. 

StaerSir dkveSast e5a dkvarSast me5 J>vi a5 bera J>aer me5 
einhverju m6ti saman vi5 a5ra samkynja staerS, sem er e5a pykir 

•) Mann tal og Artul. Tulvfsl mun myndafc eins og lugvisi og sogvisi. 
Tolvisi, sj£ Snorra-Eddn, Reykja?. utg. bis. 110. 
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kunnug c5a kunnari en hinar, sem dkvardast. j>elta er umtals- 
efni maelifraedinnar eda staerdafraedinnar yfir hofud, hvort sem hun 
er tClvisi c9a riimfraedi, t. a. m. dagshringur er 24 stundir, allir 
geislar hrings cru jafnir sin 4 milli. Su kunnuga staerd, sem 
hofd er til samanburdar, nefnistopt kvardi, ogafpvikemur ordid 
ad Akvarda; en 1 tolvisioni heitir kvardinn Eining eda einn (Eind) 
og par af leidir, ad tala (numerus) er sundurlausrar staerdar sara- 
burdur vid eininguna eda einn. 

5. 

Stundum er tilgreind tegund einingarinnar e9a a5 einingin 
beiti eitthvad meira en einn, svo sem 8 nkisdalir; par i ereinn 
rikisdalur sama sem einn ; en auk pess ad pad er einn, pa heitir 
pad rikisdalur. |>esshattar tolur heila vidkendar tolur (numeri 
concreti; o: samvaxnar). [>ar a moti heita paer tolur ovidkendar 
(numeri abstracti; d: afdregnar), sem vid ckkert eru kendar, nema 
vid einingu sina, svo sem atta, pad er atta einingar. f pessum 
tolum hugsa menn ekki urn pad, sem talid er, heldur um toluna 
sjalfa eins og afdregna hlutunum. 

0. 

Tolur eru tilteknar (num. determinati), pegar tilgreint er, 
live opt einingin er endurtekin i peim, ellegar titilteknar (numeri 
indeterminati), pegar pad er ekki gjort. j>essar otilteknu tolur 
geta menn fmyndad ser, po menn ekki viti toluna sjalfa; menn 
geta jafnvel margt akvardad um paer, sundrad paer og sameinad 
med morgum haetti og gjort par af margar alyktanir, po enga 
toluna viti, t. a. m. Hallgrimur sa snemma dags stora lest fara 
ofan i Reykjavik; skommu sidar sa hann adra enn staTri fara 
pangad; svo kom bin pridja, er i voru eins,margir hestar sem 
i hinum fyrri badum. Ut af pessu ma margt alykta: t. a. m. 
ad hestafjolda peim, sem a peim tima for ofan i Reykjavik, megi 
skipta f tvo helminga, svo jafnmargir hestar verdi i badum; ad 
pad hafi verid ad minsta kosti Oinmtiu hestar alls, ef i hinni 
fyrstu hafa verid tolf; ad par hafi engan veginn faerra verid alls 
en ferfold fyrsta lestin ad tillogdum tveimur hestum o. s. frv. 
Eins og allir vita, kennir reikningslistin eda talnalistin ad reikna 
med tilteknum tolum; par d moti kennir bokstafareikningurinn 



og Algebra ad reikna med dtilteknum tdlum, ellegar med tolum, 
sem sumar eru tilteknar, en sumar dtilteknar ellegar i talnaflaekjum 
halftilteknar. Reikningslistin, btikstafareikningur og Algebra dsamt 
odru fleiru eru deildir eda tegundir tolvisinnar. 

7. 

Tolvisin er tvennslags: Arithmetica theoretica (skodandi) og 
practica (fremjandi). Hin skodandi tOlvisi leitar npp edll taln- 
anna og semur reglur, eptir hverjum finna skuli tolur af t51um; 
hin fremjandi reiknar ut sjalfar tolurnar eptir reghim pcim og 
logmalum, sem hin skodandi hefir uppgotvad. Hin skodandi 
tolvisi notar einkum bokstafareikninginn til a5 utleida reglur af 
reglum, logmal af ldgmalum, rfctt a5 sinu leyti sem hin fremj- 
andi reiknar tolur af tolum. 

8. 

t hinni skodandi tolvisi, einnig yfir hofud i hinni skodandi 
staerdafraedi eru allir laerdomar framsettiri stuttum m&Isgreinum, 
er heita Sagnir (Propositio). Eptir peirra sambandi og afstodu 
sin a milli nefnast paer pannig: 

1. Axioma. Frumsdgn (Meginmal?Konrdd) er sii sogn, er pykir 
svo sjalfsdgd, ad ekki purfi ad sanna hana, og leggjast a til 
grundvallar vid sdnnun annara sagna. 

Merk! Sumt verdur ad alita svo Ijost, ad ekki verdi sannad 
eda purG ad sanna, pvi eitthvad verdur ad leggja til grund- 
vallar likt og i husgjord, og hinn nedsti grundvollur verdur 
ekki hladinn eda bygdur, pvi einhverstadar verdur ad byrja. 

2. Piacitum (Venja) er su sogn, er segir, ad eitthvad s& gjdrt, sem 
gjarna maetti vera odruvisi, par pad se ekki vid bryna naudsyn 
bundid. 

3. Postulatum (Krafa) er verk, sem ekki parf ad kenna, n6 held- 
ur sanna, ad pess adferd s6 rett. 

4. Theorema (Laerddmsgrein) er sdgn, sem parf ad sanna. Hennar 
partar eru: Hypothesis (Skilyrdi), er getur haft i s6r einaeda 
fleiri sagnir, og Thesis (Setning). Sonnunin (Demonstratio) er 
framsett med alyktunum , svo ad naudsyn setningarinnar verdi 
skilin. 

5. Problema (Verkefni) heimtar eitthvad framkvaemt, sem ei er 
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mogulegt nema mcd fleirum atvikum, er J>arf ad kenna og 
sanna. Solutio (Urlausn) er kenningin, og verdur a5 sanna 
ad hue dugi. 

6. Definitio (Ordpyding) er takmorkun hugmyndar, sem med ord- 
inu taknast. 

7. Corollarium (Vidbtit) er sdgn, sem haegt er ad Anna og sanna 
afnaestundangangandi adalsogn, lacrdtimsgrein eda ordpydingu. 
Vidbotin er pvi framsett dn sonnunar. 

8. Lemma (Lanssogn) ersogn, er & heima i annari vfsindagrein, 
en skyrir [)6 umtalsefnid. 

9. Scholion (Skjring) er s&rhvad, sem sagt verdur til frekari skyr- 
ingar, en er ekki eins reglum bundid sem hinar adur toldti 
sagnir. 

{>essar greiningar malsgreinanna hafa menn nii a sidari tim- 
um ad mestu aflagt, og svo munum ver einnig gjora, en balda 
pcim ad eins afram h5r urn bil i talningunni og binum 4 hof- 
udgreinum : samlagningu, fradragningu, margfoldun og deilingu, 
til ad syna daemi upp a slikar malsgreinir. 

Tain in g, (Numeratio). 

• 1. f 4. tolulid inngangsins er sagt, ad tala sS sundurlausrar 
staerdar samburdur vid eininguna. f>essi samburdur framkvaemist 
pannig, ad menn hafa komid s6r saman urn fastsetta rod af ord- 
um; nefna menn svo ord vid hverja einingu i staerdinni, unz 
uppunnid hafa allar einingarnar i henni einu sinni. f>ad ord i 
rodinni, sem seinasta einingin faer, segirpa til, hversu opt ein- 
ingin er innifalin i staerdinni. 

2. Definitio. [>essi adferd ad maela staerdina med eining- 
unni heitir ad telja, ordin heita tolur, og ordarodin hin ediilega 
talnarod. 

3. Placitum. Hin ediilega talnarod, sem ver fslendingar 
hofum, er: 

einn, tveir, prir, fjorir, flmm, o. s. frv. 

En i skriQ nota menn pessa indverskn* tolustafi: 

1234567890 
bvar af (Null) pydir, ad par se engin eining, heldur autt rum 
eda saeti. En til pess ad aldrei prjoti tdlur eda tolu teikn, nota 

*) At) fceir sfe indverekir, sj& Hauks Erlendssonar Algorithms. 



menn somu tolustafina upp aptur og aptur eptir jafnlangar um- 
ferSir. j>egar buid er a5 telja 9, skrifa menn med 1 fyrir 
framan, pannig: 19, er pydir tiu, e5a 1 Tug og enga einingu. 
Umferdin heitir Tugnr (Decas), talingaradferdin Tugakerfl (Decadica, 
Decadik). f>egar tuttugu einingar eru komnar, rita menn 20, er 
pydir, a5 umferdin sfc tvisvarkomin ikring, og engin einingfram 
yfir. fannig telur annar stafurinn frd haegri hendi umferdirnar eda 
tugina. (>egar hundrad eda lOsinnumlO erkomid, skrifast 100, 
pad er eitt hundrad, enginn tugur og engin eining; pannigtelur 
JjriOji stafurinn fra haegri hendi hundrudin. Umfer5irnar mynda 
nokkurs konar einingastettir (Ordines), sem ait af verda haerri og 
haerri, eptir J)vi sem talan vex, og tolustafurinn faerist naer vinstri 
hendi. Einingastettirnar heita pannig : 

. Einingar « 



. tugir 
. hundrud 
r piisundir 
. tugir 
. hundrud 
r millfonir 
. tugir 
. hundrud 
r piisundir 
. tiu 

, hundrad 
r billfonir 
. tiu 

. hundrad 
r piisund 
. tiu 
. hundrad 




5 
5 
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. trillitinir 
. tiu 

. hundrad 
r piisund 
. 10 piisund 
. 100 piisund 
r kvadrillionir 
. tiu 

. hundrud 
r piisund 
. 10 pusund 
. 100 piisund 
r kvinkvillionir 
. tiu 

. hundrud 
r pusund 
. 10 piisund 
. 100 piisund 



c 
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4. Problema. Ad lesa tolu mikla ritada i tugakerfl. So- 
lutio: l,Skipt tolunni i flokka fra haegri hendi til vinstri, adprir 
stafir verdi i hverjum ; en na3st vinstri verda pa annadhvort prir 



tveir eOa eion seinast i flokki. 2, f bverjum priggja stafa flokki 
eru pi i rdd 

Hundrud, Tugir, Einingar. 
Niillin lesast ekki og ei heldur ordid »einingar«,t. a. m.: 
456, les fjOgur bundrud flmmtiu og sex, og nefn flokksnafnid. 
406, les fjflgur hundru5 og sex, nefn flokksnafnid. 
056, les flmmtiu og sex, nefn flokksnafnid. 
006, les sex, og nefn flokksnafnid. 
000, lesist alls ekki, ef pad er piisundaflokkur, en s6 pad sidari 

hluti millidnakafla, pa nefn ad eins millidnanafnid. 
S6 heill millitinakafli audur, 000,000, pi nefnist par ekki millidna 
nafn. 

3. Yfir einingastaf i pridja, fimta, sjdunda, nfunda flokki 
(o. s. frv.) rita 12 3 4 

er pydir millidnir, billidnir, trillidnir, kvadrillidnir, og nefnast 
paer sem einingar, pegar kaflinn endar, en annarstadar nefnast 
aldrei neinar millidnastettir. 

4. Med nokkrum vana md lesa ur stdrri tolu, &n pess ad 
gjora nein merki i bdkina, med pvi ad stydja fingri eda oddi 
nidur milli millionakaflanna, pess vegna eptir sjotta hvern staf, 
| ellegar maela ut med augunum eintoma sexstafakafla fra haegri 
hendi til vinstri, og telja pa urn leid. J>a stafi, sem afgangs verda 
vinstra megin, ma lesa eins og undirkafla, og nefna med pvi 
millionastettar nafni, sem kent er vid tolu hinna afmaeldu kafla. 
Hinir eptirfylgjandi sexstafakaflar takast svo einn eptir annan og 
kennast vid laekkandi millionastettir. 

Demonstratio. Med pessu moti greinast einingastfettirnar svo 
gldgglega hver fra annari, ad hvergi verdi samslengt,og pa ma fa 
imyndun urn, hvad opt staerdin innibindur i ser eininguna. 
Daemi. 

Y,020,03 1 0,004,OO l O,050,OoUo60,Oo\),007,000,000,080,000,00 

090,000,000,00 1 ,000,000,000,00 ?, 1 00,000,000,000, 1 20,000. 
Ein 14 mrelt million*, 20 pusund og 30 prettanmaeltar millidnir, 
4 pusund tolfmaeltar millidnir, 50 pusund ellefumaeltar millidnir, 
60 pusund timaeltar millidnir, 7 pusund nimaeltar millidnir, 80 

*) ftessi afoferb a<5 felenzka millidnastettirnar, er eptir (5laf Secretera Ola- 
\iui f ham talnalist bis. 13. 
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attmaeltar milli'6nir, 90 pusund sexmseltar millionir, 1 fimmaelt 
million, 1 primaelt million, 100 fiisund tvimaellar millionir, 120 
feusund. 

Merk! f Frankariki fydir ekki billion, trillion, kvadrillitin, 
kvinkvillion o. s. fry. millionfoldun bins laegra millionakyns eda 
stettar eins og i (3) var gjort rad fyrir og sem gildir i Danmork 
og fyzkalandi; heldur J>y6ir billion aft eins (msund millionir, 
trillion Jnisund billionir o. s. frv. {uisundfalt hid undangengna. 

5. Vidbot. f>ad er audskilid, ad ekki er oldungis naudsyn- 
legt a5 lata umferd kcrfisins vera tiu, eda tclja til tiu, eins og 
i tugakerfinu er gjort ; Gngurnir hafa geGd mdnnum tilefni til 
J>ess. Menn hafa hlidsjdn af fleiri kerfum til ad skyra fyrir s6r 
ymisleg edli tugakerfisins. j>annig skoda menn TvistarkerGB 
(Dyadik), fristarkerfid (Triadik), Fimtarkerfid (Pentadik), o. s. frv. 

6. Theor. I serhverju tolukerQ eru merkjandi staGmir cin- 
um fserri en einingarnar i umferdinni; en umferd liver fyllist, 
pegar Null kemur asamt merkjanda slaf fyrir framan, er telur, 
hvad margar umferdir komnar se i kring. 

j>annig er umferdin i fimtarkerG: 
1 2 3 4 10 
og i atjandarkerfi 

123456789 (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16) (17) 10. 
Dem. far tugakerfid er fyrirmynd allra slikra kerfa, fa er haegt 
ad sja, ad i J)vi eru einungis niu stafir merkjandi, og {)egar 
tugurinn er kominn, fa taknast hann med Nulli, sem pydir autt 
saeli eda enga einingu, og med 1 fyrir framan, sem pydir, ad 1 
tugur se kominn. 

7. Schol. far staGrnir i tugakerGnu, sem ad eins eru 9, 
ekki naegdu til ad takna alia stafina i atjandarkerGnu, sem eru 
17, fa yard ad baeta vid nyjum toluteiknum,. sem her lokast i 
sviga (10) (11) og eiga ad alitast sem einn stafur vaeri. 

8. Probl. Ad gefa synishorn af misgongum umferda i 
ymislcgum kerfum. 



Solutio. 

l tvist&r- frriitar- fj&rka- fimtar- tylftar- 

korfl kerfl kerfl ktrfl kerfl 

Einn skrifast 1111 1 

Tveir 10 2 2 2 2 

f>rfr 11 10 3 3 3 

Fj6rir 100 11 10 4 4 

Fimm 101 12 11 10 5 

Sex 110 20 12 11 6 

Sj6 111 21 13 12 7 

Atta 1000 22 20 13 8 

Nm 1001 100 21 14 9 

Tiu 1010 101 22 20 (10) 

EUefu 1011 102 23 21 (11) 

Tolf 1100 110 30 22 10 

Demonstrate. 

Tolf er 1 tvistur J>ri5ju stettar (o: 8) og 1 tvistur annarar 
stettar (a: 4). En 8 og 4 er 12. 

Tolf er einnig 1 fristur annarar stettar (o : 9) og 1 fristur fyrstu 
stettar (o: 3), en 9 og 3 er 12. 

Tolf er einnig 3 fjarkar fyrstu stettar, en 3svar 4 er 12. 
Ttilf er einnig 2 fimtir fyrstu stettar (o: 10) og tvaer einingar a5 
auki, en 10 og 2 eru 12. 

Tolf er loksins 1 tylft fyrstu stettar (o: 12) og ekkert a5 auki, 
en 12 og er 12. 

1 fyrsta staf naest haegri hendi eru einingar fyrstu stettar; i odr- 
um staf umferSir fyrstu stettar, i |>ri5ja staf umferSir annarar 
stettar, i fjorSa staf umfer5ir f>riOju stettar, o. s. frv. 

9. Probl. A5 framsetja i alment gildanda formkorni (For- 
mula) logmalid fyrir ritun ( (ilium slikum tolukerfum. 

Solutio. 

]t\j\i |_ eU 4 + dU 3 + cU 2 + b\J + a. 

a segir til, hva5 margar s6 einingar fyrstu stettar, U er um- 
ferdin, sem kerfiS er kent vi5 (Uundin); i tugakerfinu er U 
sama sem 10. 

b segir til, hva5 margar se umfer5ir fyrstu stettar komnar, e5a 
hva5 morg U. Lidurinn 6U getur sko5azt eins og vi5kend tala, 
far sem b er talan f, en U nafni5, eins og J>ar stseSi skamm- 
stafa5: b umferdir fyrstu stettar. 



I 3 er umferd annarar stdttar, e5a U sinmim U. t tugakerGnu 
er U a sama sem 10 sinnum 10 eda 100. Med sama haetti er: 

U 3 , U 4 , U 3 ,..UP- 
umferd J>ri5ju, fjcSrdu, fimtu • • • • {j.tu stettar, pari er l) 3 sama 
sem U sinnum U 2 , U 4 er U sinnum U 3 , og svo framvegis, en VV- 
e5a umferd p.tu stettar er hin haesta, sem i hverri tiltekinni tolu 
liggur, c, d, e • • • • 7c segir til, hva5 margar se komnar af hverri 
einingastett. En a telur engar umferdir, beldur einingar. 
Merki5 + J)y5ir, a5 staerdirnar, sem haBgra megin pess standa, 
se fram yfir J)aer, sem vinstra megin pess eru. Punktarodin, 
sem stendur milli lidanna eU 4 og /cUI x , merkir oakvedinn lida- 
fjolda; en lidir kallast pad, sem greint er me5 + fra odru. 
Stafirnir a, b, c, d, e • • • • h geta merkt allar tolur, sem minni eru 
en U; f>eir geta lika liver fyrir sig merkt o, nema h einsamalt, 
Jt>vi ef h er o, pa skrifa menn ekki pann lid eda tolustaf. f>annig 
verdur fa stafafjoldi tolunnar aetid jjl — f— 1 , eda einum fleiri en 
umferdastettir tolunnar. 

J>egar kunnug er umferd kerflsins, ma i riti sleppa dllum nofn- 
unum Ul 1 *, • • • • U 4 ,U 3 ,U 2 ,U, pvi umferda og einingastettirnar pekkj- 
ast af saetunum, pegar tolustaGrnir eru settir hver hja odrum, 
pannig : 

h - • • - edcba, 
byrja menn svo ad telja umferdastettirnar a b, en einingastett- 
irnar a a. 
Sonnunin flytur af 7da og 8 d » tolulid. 

10. Probl. (handa peim, sem laert hafa adur paer algengu 4 
hofudgreinir i reikningi). Ad rita serhverja gefna tolu i hverju 
kerfi er vill. 

Solutio. 
1. Margfalda umferd U bins nyja kerfls i sjalfa sig, pa finnurdu 
U a , margfalda aptur IP med U, fsest pa U 3 , svo U 3 med U, faest 
pa U 4 o. s. fry. hvad af hverju, pangad til hin utkomandi tala 
verdur staerri en hin gefna. 2. J>egar pu ser, ad hin utkomandi 
tala er ordin staerri en hin gefna, pa kasta peirri litkomnu, en 
bird hina naest minni, er vid margfoldunina framkom, pvi bun 
er UP-, og jjl er umferdarstettin, og hefir jj. i ser eins margar 
einingar sem U vorumorg tekin i margfoldununum, ad frareikn- 
u5u pvi, sera burtvarpad var. 3. Med W skal deila hinni gefnu 
tolu. Hlutatalan verdur pa fc; en afganginum (ef hann verdur 
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Paer 4 hofudgreinir (Species). 
Samlagning (Additio). 

13. Frums5gn. Tala somu taldra eininga er ekki utan ein, 
i hva5a rod sem pser eru tatdar; eda heildin hefir f sir vissan 
fjolda eininga. 

1. Vidbot. Telja ma somu einingar i hverri rdd sem vill; 
par verda alia vcga jafnmargar. 

Skyring. Til daemis ma taka deplana i pessari heild 



12 3 4 5 6 7 8 fyrsta talning 
8 7 6 5 4 3 2 1 onnur talning 
8 4 3 12 5 6 7 pridja talning 
o. s. frv. 

14. Ordp^dingar. Summa eda s am tala er tala, sem i einu 
lagi hermir allar einingarnar f tveimur eda fleiri sundurgreindum 
samkynja tolum. [>aer sundurgreindu tolur heita samleggjendur 
(Addendi), og ad Anna summuna heitir ad leggja saman (Addere). 

1. Yidbot. Addera er pa einnig ad samanselja heildina (To- 
tum) af deildum sinum (Partes), pegar deildirnar eru framsettar 
i tolum, lata svo heildina framkoma sem tola. 

2. Vidb6t. Samleggjendurnir hlj6ta ad vera samkynja, annars 
gjora J)eir enga heild, nema peim sfc utvegad sameiginlegt nafn, 
t. a. m. ekki verdur lagt saman 4 hestar og 5 kyr, pvi heildin 
verdur hvorki 9 hestar n& 9 kyr, heldur verdur pad 9 storgripir. 

15. Venja. Samlagning er kunngjord med +? er heitir 
Plus, og sezt & milli samleggjandanna. 

16. Skyring. Samlagning er pannig kunngjord: 

a = b + c + d o. s. frv. eda 
Heild = Deild + Deild + Deild o. s. frv. 
Merkid = heitir Jafnadarmerki (Signum aequalitatis) og taknar 
pad, ad staerdirnar b&dum megin vid pad s6 jafnar sin & milli. 

17. Verkefni. Vid eina tdlu = a ad telja adra tdlu = b. 
Urlausn. Talan a hefir sitt saeti i hinni edlilegu talnardd, 

nefn pa hid naesta toluord vid hina fyrstu einingu i b, og svo 
hvad af hverju nefn ordin i framhaldi talnaradarinnar, unz allar 
einingarnar i b hafa fengid sitt toluord, pa segir seinasla tolu- 
ordid, hvad margar s6 einingarnar i a og b til samans, eda f 
a + 6. 
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Sonnun. |>egar talan a er 16g5 til grundvallar, er gjortr&d 
fyrir, ad talnarodin liaQ i bcnni verid byrjud fra upphafl, og 
haldid afram, unzallar einingarnar f a voru taldar, eptir (1). En 
i tolunni b er ekki byrja5 dupphaQ talnaradarinnar, heldur lesid 
framhald hennar viO einingarnar i b, unz allar eru taldar. Med 
fessari adferd eru fa taldar einingarnar 1 heildinni eptir (I). 

18. Laerdomsgrein. |>ad kemur fyrir eilt, i hvada rod lagt 
er saman. J>vi einingarnar i heildinni eru hinar sOmu, f hvada 
rod sem faer eru taldar (13). 

3 + 4 = 4 + 3=7 

... I .... = heild 

12 3 12 3 4 talning i deildunum 

123 4567 = 3 + 4 saraantalning = 7 

7 65 432 1=4 + 3 samantalning = 7 

j>ad ma einnig skiljast fannig: fo ad deildirnar flytjist fram og 

aptur i heildinni, fa breytist ekki einingafjoldinn i heildinni fyrir 

fad. f otilteknum tolum taknast fetta fannig: 

a + b — b + a 

eda ef addendi eru 3 

a-\-b-\-c = b-\-a-\-c = c-\-b-\-a o. s. frv. 

19. Krafa. Menn vita utanbtfkar summur serhverra tveggja 
talna fyrir innan 10, annadhvort af daglegum vana, ellegar af 
samlagningartoflunni. 

20. Verkefni. Ad leggja saman tolur ritadar i tugakerfl. 
Urlausn. Her f er fad seinlegt ad telja vid eptir (17). |>ess 

vegna rita tolurnar hverja undir adra, svo ad somu stettar ein- 
ingar standi hver nidur undan annari; byrja si'dan haegra megin, 
og legg saman hvern dalk ser i lagi og rita undir stryk summ- 
una ; verdi nokkurstadar summan meiri en 9, fa tak far af svo 
margar einingar naestu stettar fyrir ofan sem m&, og legg vid 
naestu rod vinstra megin. En fad sem fram yflr er skrifast undir 
rodina, sem fii varst ad leggja saman. 
Daemi: 

678345 Her kved svo ad ordi: 4 og 1 er 5, og 5 er 10; 

5321 tugurinn leggst vid tugina, en skrifast hfer undir. 

4894 1 og 9 er 10, og 2 er 12, og 4 er 16; skrifa 6; 

688560 1 og 8 er 9, og 3 er 12, og 3 er 15, skrifa 5, 

geym 1 ; syo 1 og 4 er 5, og 5 er 10, og8erl8, 

skrifa 8, geym 1. 1 og7 er8, skrifa 8, og 6 nidur. 
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5U»+ 


0U J + 


7U + 


6 


8U*+ 


9U»+ 


4U + 


3 




GU J + 


3U -f 







4U a + 


2U + 


1 




8U a + 


OU + 


7 



Urlausn: 13U 3 + 27U 3 + 16U + 17. 
SOnnun: Samkynja staerSir eru h&r samanlagdar ; en ekki 
verOur kynbreitt ne laegri stettir gj6rdar ad haerri stettum, meflan 
menn ekki vita eda tiltaka, hvad margar einingar laegri stettar 
fylla eina af haerri stett. 

Vilji eg lata feetta vera tugakerfl, {>& er : 
13U 3 = U 4 + 3U 3 
27U 2 = 2U»+ 7U 3 

16U = U 2 + 6U 

17 = U + 7 

U*-f 5U 3 + 8U 2 + 7U + 7 
og er feessi summa sama sem 15877 i tugakerfl, eins og lagt 

hefdi verid saman: 

5076 

8943 

630 

421 

807 

15877 
far a moti ef 13U 3 + 27U 3 + 16U + 17 aetti a5 vera tylftar- 
kerfi, fed vaeri : 

13U 3 = U 4 + U 3 

27U 3 = 2U 3 + 3U 3 

16U = U 3 + 4U 

17 = U + 5 

U* + 3U 3 + 4U 2 + 5U + 5 
sama sem 13455 i tylftarkerQ, eins og lagt hefdi verid saman: 

5076 

8943 

630 

421 

807 

13455 i tylftarkerfl. 
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23. Frumsagnir. 

1. Jafnar staer5ir lagSar vi5 jafnar staerdir gefa jafnar summur. 
t. d. 7 = 3 + 4 a = b + c 

6 = 5 + 1 d = e + f 

13 = 8 + 5 a + d = b + c + e + f. 

2. Jafnar staerdir lag5ar vi5 6jafnar, ellegar ojafnar staer5ir lagdar 
vi5 jafnar, gefa ojafnar summur; hid meira ver3ur J)ar, hvar 
meira var samanlagt. 

10 > 4 + 5 a > b + c 

6=5+1 d = e + f 

■. ■ * 

16>9+6 a + d>6 + c + e + f. 

20 = 12 +8 a = b + c 

12 < 14 +2 d < e + f 



32 < 26 + 10 a + d < b + c + e + f . 

Merkin <C, minna merkiS, og >, stuerra merkid (Signa minoritatis 
£f majoritatis) takna, a5 su stuerSin s5 meiri, sem opin snua a5, 
og su minni, sem oddarnir snua a5. 

24. Verkefni. A5 leggja saman \i5kendar tolur. 
Urlausn. Viftkendar tolur (inng. 5.) og margskonar leggjast sam- 
an eptir somu reglum, a3 J>a5, sem er sama kyns, er lagt sam- 
an, en ymiskonar ritast hva5 hja 65m I. d. 

Lyfjavigt 6 $> 4 tfnziur 5 Drokmur 2 Skruplar 1 5 GrUn. 

5— 3 — 4 1 12 — 

1— 3 — 3 2 8 — 

18 ® 11 Unziur 6 Drokmur » Skruplar \bGron. 
(15 + 12 + 8) Gron = 35 gron = 1 skrupull +15 gron. 
Shrupullinn legst vi5 skruplana. f>a (1 + 2 + 1 + 2) skrtipl- 
ar = 6 skruplar = 2 drokmur. J>aer leggjast vid drokmurnar 
(2 + 3 + 4 + 5) drokmur =14 drokmur = 1 unzia 6 drokm- 
ur. TJnzian legst vi5 'tinziurnar (1 + 3 + S + 4) unziur = 
11 Unziur. (7 + 5 + 6) © = 18 ®. 

Fradragning (Subtractio). 

25. Or5|)y5ingar. Misrounur (Differentia) er sd samleggjandi, 
er me5 65rum gefnum samleggjanda fyllir gefna summu. Hinn 
gefni samleggjandi heitir Fradragi (Subtrahendus), hin gefna 

2 
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summa hcitir Minkandi (Minucndus). A3 leila mismunarios 
heitir a8 draga fr& (Subtrahcre), og athofnin Fradragning (Sub- 
tracts). 

1. Viflbot. A3 draga frd, er pa af kunnugri Lcild oghenn- 
ar deild a5 finna hcnnar fyliandi deild. 

2. Vidbot. Fradragi og mismunur saraanlagdir eru jafnir 
minkanda. 

3. ViSbot. Mismunur drcginn frd minkanda gefur fradraga. 
26. Venja. FradragningarmerkiS er — (Minus); og pa stend- 

ur minkandi vinstra mrgin pess, en fradragi hffgra megin t. d. 
8 — 5 = 3, er lcsi3: 8 minus 5 er 3, e5a 8 a3 fradregnum 
5 er 3. Talan, sem haegra megin vi5 — stendur, er aetiO fra- 
dragi . 

1. Yi3b6t. fcgar notu3 eru merkin + og — , pa mafram- 
sctja samband samlagningar og fradagningar i pessum prenmr 
sognum : 

I. m = 8 + ^ e ^a heild = deild + deild, 
If. m — s = d \ e3a heild — deild = annari deild, 
HI. m — d — 8 j e5a heild — fyllideild = deild. 

Her py3ir m Minuendus, s Subtrahendus, d Differentia, og 
hvenajr sem su eina afpessum sognum er sannleikur, pa eru paer 
allar 3 sannar; svo par af ma aeti3 alykta hinar tvaer af einni 
peirra, t.a. m. Artal Krists er heild samsett af tveimur deildum: 
fae3ingarartali manns og aldri hans ; pa ma setja heildina jafna 
deildum sfnum samanlogSum pannig : 

I. Artal Krists = facSingarartal + aldur. 

II. Artal Krists — fae5ingarartal = aldur. 

III. Artal Krists — aldur = faeBingarartal. 

Viti eg yfirstandanda artal Krists og aldur minn, pa fa; eg me5 
fr&dragningn fa?5ingarartal mitt eptir III; viti eg drtal Krists og 
fae3ingarartal mitt, , fa* eg me3 fradragningti aldur minn eptir II. 
Viti eg bae3i faj3ingarartal mitt og aldur minn, pa fae eg artal 
Krists me5 samlagningu eptir I. Vilji einhver hafa petta daemi 
i tilteknum tolum, pa se artal Krists = 1855, facdingararlalid 
= 1788, pa er eptir II 1855 — 1788 = 67 sem eraldurinn. fca 
standa pessir prir reikningar heima: 



••( 



am *- ,t788deild 
Addendi I 

67 deild 



Summa 1855 eptirl. 
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Minuendus 1855 heild 
Subtrahend. 1788 deild 



3fm. 1855 heild 
Sbtr. 67 deild 



Diff.1188 eda 
deild. eptir III. 



Differentia 67 eda 
deild cptir II. 

2. Vidbdt. Eins og f samlagningu skipta ma um samleggj- 
endur, svo ma f fradragningu skipta um fradraga og mismun. 
Merk. J>a5 hjalpar monnum mjog mikid dfram f staer5afrae5i og 
tolvisi, ad hugleida, hvernig staerdirnar rada ser nidur i heildir 
og deildir. 

3. Vidbdt. t fradragningu sko3ast heildin eins og samsett af 
tveimur deildum. En f>etta ma ad nokkru leyti lika segjast um 
samlagningu, J>vf fo fleiri tolur eigi saman a5 leggja, fa eru alt af 
teknar tvaerieinu, og samanlagdar, kemurfa summa, sem einnig 
er tala, og vi5 fa tolu legst hin J>ri5ja, svo alt af eru tvaer tol- 
ur haf5ar undir l einu. 

4. Vidbot. f>ar tolurnar i fradragningunni eru hinar sdmu 
sem i samlagningunni, fa leiSir far af, a5 ekki verdur fradregid, 
nema tolurnar s6 samkynja. 

5. Vidbot. Reyna ma samlagningu og fradragningu hvort 
rett se reikna3ar eda ekki, cptir sognunum I, II, e3a III i f ess- 
um tolulid. Samlagningin reynist me3 II e8a III, en fradragn- 
ingin med samlagningu eptir I, ellegar fr&dragning me5 fradragn- 
ingu eptir III. Annars reynist samlagning haegast me3 fvi a3 
leggja saman i annari eda gagnstaedri rod, far fad a a5 koma 
fyrir eitt, i hvada rod lagt er saman (18). 

26. Laerdomsgrcin. Vaxi minuendus, fegar subtrahendus 
stendur i sta5, vex einnig differentia. Vaxi subtrahendus, en 
minuendus standi i sta3, fa minkar differentia; og fvert k m6ti, 
ef minuendus minkar eda subtrahendus, fa minkar eda vex 
differentia. 

Sonnun. f>vi staerri sem summan verdur, medan hinn knnni 
samleggjandi stendur i stad, fvi staerri verdur hinn annar sam- 
leggjandi, sem fyllir summuna. f>ar & m oti, ef summan stendur 
i stad, og hinn kunni samleggjandi vex, fa verdur hinn annar, 
sem fylla skal summuna, ad minka. 

H£r vex minuendus og f ess vegna differentia, f egar subtra- 
hendus stendur f stad. 

2* 
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15 — 


8= 7 


16 — 


8= 8 


17 — 


8= 9 


18 — 


8=10 

Irk D %* Am m § A 


SWtHrc 

15 — 


inencius, 
8= 7 


15 — 


9= 6 


15 — 


10= 5 


15 — 


11= 4 



27. Verkcfni. A5 draga eina tolu frd annari i tugakerO, 
einkum pegar tolumar eru storar. 

Urlausn. Rita tolumar hverja undir adra, a5 samkynja einingar 
verdi hver nidur undan annari eins og i samla^ningu (20). Byrja 
sidan haegra megin a5 draga fra. Venjulegast er, a5 minuendus 
s6 ofar, far undir subtrahendus, og svo fyrir neSan stryk diffe- 
rentia. f>egar svo er nidurradad, er fradratturinn pannig, ad efsti 
stafurinn verdi jafn samtolu hinna tveggja nedri. S6 stafir jafnir 
i minuendus og subtrahendus, kemur o i differcntiu, Se minni 
stafur i minuendus en i subtrahendus, pa er tekinn til lans 1 
tugur pess einingakyns, sem pa er veri5 a5 draga fra; er sa 
ttigur tekinn sem einn af naesta staf f minuendus vinslra megin. 
En se pcssi naesti stafur o, pa ver5ur ekki af honum lanad, held- 
ur af J)eim naesta staf vinstra megin, sem ekki er o, en oil milli- 
verandi o vcrda pa alitin sem 9, pegar seinna skal draga fra 
peim, og stafurinn fyrir fraraan pau minkar urn 1. Daemi getur 
bezt skyrt petta alt saman, auk pess sem pa5 er ndkvaemlega 
kent i ollum reikningsbokum. 

Daemi. Fra 54876 skal draga 43971 pannig: 
minuendus 54876 Kved svo a5 or5i: 4 fra 6 eru 2, skrifa 

Subtrahendus 43974 2 ne5an strykid, 7 fra 7 eru 0, skrifa 

Differentia 10902 0; 9 fra 8 verdur ekki dregid, pa 

seg: 9 frd 18 er eptir 9, skrifa 9; 3 fra 3 (par tekid var laa 
af 4) er 0, skrifa 0; 4 fra 5 eru 1. EHegar eins og reglan er 
f ofanskrifadri urlausn, pd seg: 4 og 2 er 6, 7 og er 7, 9 
og 9 er 18, bvar sa til lans tekni tugur liggur i 4, 3 og er 
3, pvf buid er ad skerda 4 urn 1, 4 og 1 er 5. |>annig ma 
draga frd me5 samlagningu, svo varta er pdrf ad laera fradragn- 
ingartOflu. 
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Annad daemi: 
854620003 Kve5 svo a5or5i: 7 fri 13 er 6, 6 fra 9 er 3, 5 
648514567 fra 9 er 4, 4 frd 9 er 5, 1 fra 1 er 0, 5 fra 6 

206105436 er *» 8 fr * li er 6 » 4 fr & * er0 > 6 fr4 8 er 2 - 

J>ri5ja daemi : 
800304 H6f mael . ? ffd H er ? . 3 fr4 9 er 6; 9 frd 12 er 
278937 3 . 8 frd g er j. 7 frd 9 er 2; 2 frd 7 er 5. 



| deildir 



521367 

Sonntin: A5 samkynja einingar ritast undir samkynja, leidir 
af (14, 2), og (25), far samleggjendur ekki geta gjort neina 
heild nema peir se samkynja, en i frddragningu er minuendus 
heildin, en subtrahendus og differentia deildir hennar. A5 mink- 
andi er heild fradraga og mismunar, s&st h£r d dsemunum, t. a. 
m. pvi fyrsta: 
Subtrahendus 43974 
Differentia 10902 

Minuendus 54876 Eeild. 
Lantakan skyrist pannig: 

51876 = 54000 + 876 = 53000 + 1876 

43974 = 43000 + 974 = 43000 + 974 

i ■ i - — - -- - ii 

10902 = 10000 + 902 

Af54 pusundum erherlanaS 1 piisund til 876; verSur J)a 1876, 
par sem a3ur var 876, og 53000, par sem a5ur var 54000. |>ar 
samleggjanda roO ma vera eptir geflpekkni (18), pa ma flytjatolu 
lir einum samleggjanda i annan, svo sem her ur 54000 ( 876, 
an pess heildin 54876 raskist fyrir pa5. 

AO 611 miliiverandi Null, sem verSa fyrir lantokunni, ver5i pd a5 
9, og naesti stafur fyrir framan pau minki urn 1, skyrist pannig 
af pridja daemi: 

800304 = 800000 + 300 + 4 = 799000 + 1290 + 14 
278937 = 278000 + 930 + 7 = 278000 +930+7 

521367 = 521000+ 360+ 7 

far lana ver5ur 1 tug til 4, til a5 geta dregid 7 par fra, pa 
ver8a eptir af 30 tugum einungis 29 tugir, og pvf koma 9 i pa5 
saetiS, er var adur i, en 3 minka urn 1. Eins par lana ver5- 
ur 1 pusund af 800 pusundum til 29 tuga, til a5 geta dregiS 
93 tugi par frd, pd ver5ur 799 pusund, par sem aflur var 800 
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Imsund; eru fa tvo 9 koniin l>ar i slaSinn fyrir tvd Null, en 8 
ortid a5 7. 

AO summan af 790000 1290 og 1 i s6 = 800304 mi og sja 
mefl t>\i, ad leggja tukirnar saman: 

799000 

1290 

14 

800304 
28. Ad draga fleiri tolur fra eioni. 

# 

Urlausn. Venjulegasta aSferdin er,a5 leggja fyrst alia fradrag- 
ana saman og draga si'5an summuna fra minkanda. fetta er 
nokkur tviverknadur; skemra verdur, a5 leggja saman sfcr- 
hvert einingakyn i fradrogunum og draga summuna strax fra 
stafnum f minkanda, og ef J)orf gjorist, taka til lans af haerra 
kyni svo margar einingar, a5 fradregid verdi. f>essar til lans 
teknu einingar leggjast vid fyrsta staf sfns einingakyns, er sam- 
an skal leggja i Mdrogunum, og verdur J)d stafurinn i minkanda 
latinn dskertur. 

Daemi: 

33479 e5a33i79 — 3103 — 13683—795 — 348= 15550. 
3103 Ma?l svo: 8 og 5 er 13, og 3 er 16, og 3 er 19; 

13683 fra 19 (f minkanda) erO, rila i mismuninn. 1 (tug- 
795 ur lanadur) og 4 er 5, og 9 er 14, og 8 er 22; fra 
348 27 i minkanda er 5, rita 5 i mismuninn. 2 lanadir 



15550 og 3 er 5 og 7 er 12, og 6 er 18 og 1 er 19 fra 
24 i minkanda er 5, rita 5 f mismuninn. 2 l&nadir og 3 er 5, og 
3 er 8, fra 13 i minkanda er 5, rita 5. 1 lanadur og 1 er 2, 
fra 3 f minkanda er 1 , rita harm i mismuninn. fad vaerigott ad 
venja sig vid ad geta pannig fradregid i hinni kunngjordu fra- 
dragningu, sem her stcndur haegra megin, an fess a5 Jnirfa a5 
skrifa tolur upp, svo \?&r standi hvernidur undan annari, eins og 
her er vinstra megin. 

Sonnun: Samlagning fradraganna er her audskilin eptir&dur- 
sdgdum re glum. Ldntakan far a m6ti er far i frabrugdin J)eirri 
adur sdgdu, a5 stafurinn i minkanda vinstra megin er ekki skert- 
ur, heldur i fess stad stafur i frddraganum aukinn um sama, og 
kemur fad fyrir eitt, far lanid, sem ryra skal stafinn i minkanda, 
er einnig fradragi. 
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29. Ad draga fleiri fradraga fra fleiri minkondum. 

Urlausn. Sii venjulcgasta og ruglingsminsta a5fer5 er, ad 

leggja saman minkendurna lit af fyrir sig og fradragana ser; 

s&st|)a, liver summan meiri ver5ur; er {)& hin minni dregin fra 

hinni meiri, og aetlast menn til, a5 minkanda summan ver5i 

meiri. En beri lit af fcvi, |)4 setja menn — fyrir framan mis- 

muninn, kallast hann t>a neitandi staerd (Quantitas ncgativa). 

J>ar a mdti kallast mismunurinn jatandi 6taerd (Quantitas positiva), 

ef minkanda summan verdur meiri, eins og gjdrt var rad fyrir. 

En urn neitandi staerdirnar verdur meira talad sfdar. 

Onnur adferd til feessalaeristbezt af daemi og utskyringu [>ess, 

svo sem: 

7589 + 3891 + 789 — 8483 — 235 — 769 — 869 = 1913 
1121 1222 

Mael svo: 9 og 9 er 18 og 5 er 23, og 3 er 26, fra 29 er 3, 

rita2 undir tuga einhvers fradraga, svo sem undir 6 l 869. J>a 

3 (sem komnir voru) og 1 er 4, og 9 er 13, rita 3 i adalmis- 

muninn, en 1 undir tugastaf einhvers minkanda, svo sem undir 

8 i 7589. |>a seg: 8 (o: 6 og 2) og 6 er 14, og 3 er 17, og 

8 er 25, fra 28 er 3; rita 2 lanuS hundruS undir 8 i 869. 3 
og 9 er 12, og 9 (o: 8 og 1) er 21, rita 1 i aOalmismuninn, en 
2hundru5 undir 5 i 7589. Nu koma hundru5in: 10 (o: 8 og 2) 
og 7 er 17, og 2 er 19, og 4 er 23, fra 27 er 4, rita 2 J>us- 
und undir 869, en 4 og 8 erl2, og 7 (o: 5 og 2) er 19, skrifa 

9 i adalmismuninn, en 1 Jmsund undir 7 i 7589. Nu legg sam- 
an Imsundin: 2 (undir 869)og8(i 8483) er 10, fra 13 I 3891 er 
3, og 8 (o: 7 og 1) er 11, skrifa 1 i adalmismuninn og 1 tiu- 
piisund undir 7589. Nu kemur til tiupusundanna : 1 undir 869, 
fra 1 undir 7589 er eOa ekkert. VerSur t>vi aSalmisunurinn 
1913. 

Sonnun. Alt J> etta ^yggist ^ pvi, ad einungis samkynja 
6taer5ir verda samanlagdar og fradregnar. |>ar af flytur einnig, 
ad minkendur verda ad leggjast vid minkendur og fradragar vid 
fradraga, en aptur & m6t minkendur og fradragar skerda hverjir 
adra. 
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5U-M- 0U»+ 7U + 6 




8U*+ 9U J + *U + 3 




6U 3 + 3U + 




4U a + 2U + 1 




8U 3 + OU + 7 



Lrlausn: 13U 3 + 27U 3 + 16U + 17. 
SOnnun: Samkynja staer5ir eru h&r samanlagSar ; en ekki 
verOur kynbreitt n& laegri steltir gj6rdar a5 haerri stettum, medan 
menn ekki vita eda tiltaka, hvad margar einingar laegri stettar 
fylla eina af haerri stett. 

Vilji eg lata J)etta vera tugakerfl, J)a er : 
13U 3 = U 4 + 3U 3 
27U 2 = 2U 3 + 7U 3 
16U = U 2 + 6U 
17 = U + 7 

U 4 + 51P+ 8U 2 + 7U + 7 
og er t>essi summa sama sem 15877 i tugakerfi, eins og lagt 

hefdi verid saman: 

5076 

8943 

630 

421 

807 



15877 
|>ar a m6ti ef 13U 3 + 27U 3 + 16U + 17 aetti a5 vera tylftar- 
kerfi, J)a vseri : 

13U 3 = U 4 + U 3 
27U a = 2U 3 + 3U* 

16U = U 3 + 4U 

17 = U + 5 



U 4 + 3U 3 + 4U 2 + 5U + 5 
sama sem 13455 i tylftarkerQ, eins og lagt hefdi verid saman: 

5076 

8943 

630 

421 

807 



13455 i tylftarkerfl. 



* 
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23. Frumsagnir. 

1. Jafnar staerflir lagSar vi5 jafnar slaerdir gefa jafnar summur. 
t. d. 7 = 3 + 4 a = b + c 

6 = 5 + 1 d = e + f 

13 = 8 + 5 a + d = b + c + e + f. 

2. Jafnar staerSir lagflar vi3 djafnar, ellegar tfjafnar staerSir lagSar 
vi5 jafnar, gefa ojafnar summur; hid meira verdur {>ar, hvar 
ineira var samanlagt. 

10 > 4 + 5 a > b + e 

6=5+1 d = e + f 



16 > 9 + 


6 


20 = 12 + 
12 < 14 + 


8 
2 



a + d>b + c + e + f. 



a — b + c 
d < e + f 



32 < 26 +10 a + d<b + c + e + f. 

Merkin <C, minna merkiS, og >, staerra merkid (Signa minoritatis 
ty majoritatis) takna, a5 su staer5in se meiri, sem opin snua a5, 
og su minni, sem oddarnir snua a5. 

24. Verkefni. A5 leggja saman viSkendar tOlur. 
Urlausn. Viftkendar toIur (inng. 5.) og margskonar leggjast sam- 
an eptir somu reglum, a3 £a5, sem er sama kyns, er lagt sam- 
an, en ymiskonar ritast hva5 hja o3ru t. d. 

Lyfjavigt 6 ® 4 tJnziur h Drokmur 2 Skruplar IhGrUn. 

5— 3 — 4 1 12 — 

7— 3 — 3 2 8 — 

18 ® 11 TJnziur 6 Drokmur » Skruplar lhGron. 
(15 + 12 + 8) Gron = 35 gron = 1 skrupull +15 gron. 
Skrupullinn legst vi5 skruplana. f>a(l + 2 + l+2) skrupl- 
ar = 6 skrtiplar = 2 drokmur. J>aer leggjast vid drokmurnar 
(2 + 3 + 4 + 5) drokmur =14 drokmur = 1 unzia 6 drokm- 
ur. tjnzian legst vi5 'Unziurnar (1 + 3 + S + 4) unziur = 
11 Unziur. (7 + 5 + 6) © = 18 ®. 

Fradragning (Subtractio). 

25. Or5|)y5ingar. Misrounur (Differentia) er si samleggjandi, 
er med Odrum gcfnum samleggjanda fyllir gefna summu. Hinn 
gefni samleggjandi heilir Fr&dragi (Subtrahendus), hin gefna 

2 



2G 
-4,-3,-2,-1,0,+ 1,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5, +6, 



• • • • 



Her er bin cBlilega talnarofl haegra mcgin vi3 0, og vex upp i 
hacgri bond, stefnan til bacgri cr {>& su upphaflega, og tSlurnar 
f henni positives e5a seltar e5a jatandi og teiknast me8 +, sam- 
ber (31) og (33). J>ar & m6t vaxa tOlurnar vinstra megin \i5 
upp f vinstri bond, scm er gagnstactt horf binu uppbaflega. J>a?r 
em J)vi neitandi staerflir (31) og tdknast me5 — , (33). Her i- 
mynda menn ser tvaer oendanlegar raftir: I>a cinu, sem er bin 
eDlilega talmrofl teiknufl mefl +, og bina a5ra vaxandi f gagn- 
staett borf teiknafta me5 — . Milium pessara tveggja oendanlegu 
ra5a stendur i midju, sem bvorki er jatandi ne neitandi, og 
borfir i hvoruga dltina, ellegar cins vel baefli jatandi og neitandi 
og borfandi i badar. i |)essari utviSkudu talnarod kaliast nega- 
tifu staerDimar minni en 0, til fess a5 sambljoSun ver5i; Jivi 
eins og ad + 2 er < + 3, + 1 < + 2, < + 1, svo er 
pa5 samkvaRmt, a5 — 1 se < 0, — 2 < — 1, — 3 < — 2 o. 
s. frv. SomuleiOis er oo (dendanlega stor) meira en allar end- 
anlegar jatandi staerOir, minna en allar jatandi stacr8ir, neit- 
andi staerSirnar minni en 0, og loksins — oo (negatif oendan- 
lega stor) minna en allar endanlegar neitandi staerSir. 

36. Af J)vi sem synt er i (35), fa addition og subtraction 
nyja J)y3ingu eQa bugmynd. Addition er dframtalning, e5a taln- 
ing i sama borf eptir binni utvidkuSu talnarod ; subtractionin er 
apturabak talning eda talning i gagnstaett horf eptir hinni ut- 
viQkuOu talnarod. 
t. d. 4 + 5+6 =15 

0,+l,+2,+3,+4, 

0,+l,+2 +3+4+5 A 

0,+ 1,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5,+ 6, 

0,+l l +2 l +3 l +4 l +5 l +6 l +7 l +8 l +9,+ 10 l +ll l +12 l +l3,+ U l +l6. 

J>etta er dframtalning. Eins 4 — 5 + 6 = 5 Jwnnig bugsaS: 





0,+ l,+ 2,+ 3,+ 4 


— &l 


-4,-3,-2,-1, 


o, 


+ 1,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5,+ 6 



B 



0,+ l,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5 
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{>etta er aframtalning i hinni utvi&kuSu talnarofl, Jpvi staerSirnar 
vaxa i sama horf eptir henni i ollum premur addendis, J>6 a5 
miOtalan vaxi i gagnslaett horf eptir hinni 6utvi5ku5u. 
far ro5 samleggjanda ma vera eptir ge5j)ekkni (18), £a a pelta 
a5 vera sama sem — 5 + 4+ 6 = 5 
-5,-4,-3,-2,-1, 

0,+ 1+2,+ 3 + 4, C 

0,+ l,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5,+ 6 

— -■ 1 — m n— ■ 1 m~ i—i i ii i _ _ ■ -■ ~ 

0,+ l,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5 
Eins er t>etta samlagning : — 4 — 5 — 6 = — 15. 

-4,-3,-2,-1, o 
-5,-4,-3,-2,-1, J) 

-6,-5,-4,-3,-2,-1, 

— 15,— 14,— 13,— 12,— 11,— 10,-9 —8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1, 

Tolurnar vaxa her allar til haegri eptir hinni utviOkudu talnar65> 
og er J)vi aframtalning e5a samlagning. 

f>ar a moti er 9 — (6) = + 3 fradragning (kunngjorO fradragn- 
ing, er gefur sama sem 9 — 6 = 3, sem er algebraisk sam- 
lagning). 

3 + 1,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5,+ 6,+ 7,+ 8,+ 9, 
+6,+ 5,+ 4,+ 3,+ 2,+ l, E 

+ 3,+ 2,+ l, 

Gefnti tolurnar vaxa her i gagnstseS horf, og er ]3a5 tilbakataln- 
ing e5a subtraction. Sama hefdi framkomiS af 9 — 6 me5 pvi 
a9 leggja saman jatandi sUerS 9 og neitandi staerfl — 6 jpannig: 

0,+ 1.+ 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7+8 + 9 

— 6,— 5,— 4,— 3,— 2 — 1,0 F 

+ 3,+~2,+ l, 

Her sest Jm, a5 negatif addendus gefur sama sem positif sub- 
trahendus. 

SomuleiSis er 9 — ( — 6) = + 15 kunngjor3 fradragning, 
t>annig hugsud : 

0,+ 1,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5,+6,+7,+8,+9, # 

0,-1,— 2,— 3,— 4,— 5,-6, 

+ 15,+14,+13,+12,+1 l,+10,+9,+8,+7,+6,+5,+4,+3,+2,+l, 

Gefnu tolurnar hafa gagnstaeS horf. Minuendus vex til haegri, en 
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subtrahendus til vinslri eptir utvidkadri taloardS, J>ess vcgna er 

pa5 apturabaktalning. 

Sama hefdi framkomid af samlagningu 9 + 6 = 15t>annig: 

0+l l +2 l +3 l +4.+&,+0,+vK+» U 

Orf 1,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5.+ 6, 

0+l > +2,+3,+4,+5,+6,+7,+8,+9 l +10,4-ll,4-12,+13,+ U,+ l5. 

Her sest, a5 positif addendus gcfur sama sem negatif subtra- 
hendus. 
Loksins er — 9 — (— 6) = — 3 

— 9,— 8,— 7,— 6,— 5,— 4,— 3,— 2,— 1 , J 
0,— t ,— 2,— 3,— 4,— 5,— 6 

0,-1,-2,-3. 

Minuendus vex til haegri, subtrahendus til vinstri, og er pa3 
apturabaktalning. Sama kaemi fram af — 9 + 6 e5a ef lagt vasri 
saman neitandi stacrd — 9 og jatandi staerfl 6. 

— 9,— 8,— 7,— 6,-5, — 4,— 3,— 2,— 1 , 

+ 1,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5,+ 6 A' 

»»■■■■■■■ ■■■■....■ - ■ ■ — , ,.. ■ —!■■■■■■■■■■ ■■ ■ I M .IM ■ ■ — ^— -»^* 

0,-1,-2,-3. 
Her sest I>a8 einnig, a5 positif addendus gefur sama sem 
negatif subtrahendus. J>ess vegna er 

— (— a) = + a 

— { — [—(—«)]} = + a 
og yfir bofu8 : oddatala af minusum er minus, en j5fn tala af 

rninusum er Plus. J>etta ma og sko9a J)annig: einu sinni um- 

snuiS er ofugt, tvisvar umsnui8 er rett, prisvar umsnuiS er ofugt, 

4 sinnum umsnuid er rett. Oddatala umsnyr, jofn tala gjorir rett. 

37. Verkefni. A8 leggja saman tolur f binni utvfdkudu 
talnaroS. 

Urlausn. Tolur me8 likum merkjum (svo sem + og + e8a 
— og — ) leg.sjast saman, og summan faer sama merki. Tolur 
me5 olikum merkjum (+ og — e8a — og +) dragast fra, {>ad 
er ad skilja: minni talan fra hinni meiri, og summan faer merki 
hinnar meiri. H&r a meiri og minni a8 skiljast eptir venjuleg- 
um hoetli. 

Sonnun. Samblj68a stacrOir, sem ba9ar hafa + e3a b&8ar 
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— (31), hafa sama horf, og em J>vi einnig a5 horfinu samkynja, 
auk f ess sem f aer eru a5 ddru leyti samkynja, f aer fara fa a- 
fram i sama horfid M5ar, og sameinast hvor annari me5 nil- 
merishri o: tolulegri samlagningu, e5a samlagningu i venjulegum 
skilningi. Hafl J)aer + badar, fa eru faer addendi, og sameina 
sig f einn addendus; hafi J>aer badar — , fa eru |)a?r subtrahcndi 
og sameina sig f einn subtrahendus. j>ess vegna for og summa 
feirra sama merki sem |3aer, fvi hiin verdur samkynja |>eim, 
addendus ef faer eru addendi, og subtrahendus ef faer voru sw6- 
trahendi. Samber (36 A og Z>). Her er addendus og subtra- 
hendus teknir i outvidkadri merkingu. 

DaG staer5irnar olik merki, onnur -f- en h' n — } t>& eru faer 
gagnstaedar (31) og hafa gagnstaed horf, fo f?pr a5 6dm leyli se 
samkynja. Hin minni fierir fa nptur a bak ur fvi horfi, sem bin 
staerri faerdi i, og nemur fannig af henni svo miki5 sem bun 
sjalf (hin minni) er stor til. Samber (36 F og A"). f>aer sam- 
einast I>vi med fradragningn i venjulegum skilningi e5a nume- 
riskri subtraction (tolulegri fradragningn). Sii algebraiska summa 
feirra verdur fa feirra numeriski mismunur, eda binnar slaerri 
fyllandi deild (25, 1) og merkid, sem sii algebraiska summa faer, 
verdur })a5, sem su fyllandi deild hefir, eda hid sama, sem sa 6- 
eyddi hluti binnnr st<rrri hefir, er hin minni ekki gat til nad, 
fess vegna einmitt merki hinnar staerri i venjulegum skilningi. 
Se hinar gagnstaedu staer5ir jafnar, fa ey5a faer svo hvor ann- 
ari, ad feirra algebraiska summa verdur = 0, og farf ^ekkert 
merki ad hafa. 

Daemi : + 4 — 4 +4 

+ 5 — 5 — 5 

+ 8 — 8 +8 

+ 16 — 16 — 16 

+ 33 — 6'6 — 9 

|>egar gefid er artal Krists vid einhvern tiltekinn merkistilburd, 

og fra feim tilburdi timabil til annars tilburdar, svo frd feim 

odrum til hids fridja o. s. frv., fa verdur artal Krists vid sein- 

ast talda tilburdinn = drtali Krists vid hinn fyrsta ad tilldgdum 

ollum tfmabilunum. Ku var Romaborg bygd &r fyrir Gudsburd 

753, Alexander mikli dd 430 drum sfdar; Tr6ja var eydildgd 

861 iri fyrr en Alexander do, eptir fvi sem sumir skrifa. Cal- 
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marunionin skcfli 2581 dri sidar en Trdjavar eydd her urn bil, 
og einvaldsstj6rnin var innfaerd I Danmork 263 drum sidar en 
Cahnarunionin gjdrdist. Hvada dr Krisls var cinveldid innfaert f 
Danmorku ? 

Romaborg byg5 dr Krists — 753 

Alexander do 430 drum sidar + 430 

Troja eydd 8G1 ari fyrri — 861 her umbil. 

Calmarunionin gjordist 2581 dri sidar •••• + 2581 naerfelt. 
Einveldi innfacrt i Danmork 263 drum sidar 263 

Svar: dr eptir Gudsburd + 1660 

Her sctjast tfmabilin me5 +» 8c m vaxa eptir framskridi timans, 
en bin me5 — , sem vaxa moti framrds Umans. Summan -f- 
1660 verdur [id samkvaem pessu og pess vegna staerd vaxandi 
eptir timans rds, |)ad er, ad einveldid haQ verid innfaert i Dan- 
mork 1660 drum eptir (en ekki fyrir) Krists facdingu. 

j>a5 kemur fyrir eitt i hvada rod menn leggjapctta saman (18), 
pess vegna hvort teknar eru samhljdda staerdirnar fyrst og lagd- 
ar saman, og sidan hinar gagnstaedu summur peirra numerice 
frddregnar, su minni frd binni mciri, cllegar menn taka gagn- 
staedu staerdirnar saman og draga [>d minni numerice frd hinni 
meiri. J>aegilegt er, pegar tolurnar eru margar, ad skrifa paer i 
tvo dalka pannig: 

+ - 

430 753 

2581 861 

263 1614 

+ 3274 
— 1614 
+ 1660 
Skip siglir frd einum stad rett i sudaustur 41 mflu, pad er 
frd hofudattunum 29 mi'lur til sudurs og 29 til austurs; svo i 
rett sudur 50 milur, pad er 50 mi'lur i sudur og ekkert i aust- 
ur; svo i vestsudvestur 13 milur, pad er 5 milur til sudurs og 
12 til vesturs; svo i vestur til nordurs 51 milu, pad er 10 milur 
til nordurs og 50 til vesturs; svo i nordur til vesturs 154 mil- 
ur, pad er 151 milu til nordurs og 30 milur til vesturs. Hvad 
er skipid pd langt burt frd sfnum upphaflega stad eptir peim 4 
hdfudattum? Eg sella ad kalla + til sudurs og pd undir eins 



3i 

— lil norBurs; lika aetla eg a3 kalla + til austurs og [ui — til 
vesturs. f>& er: 

i suflur i austur 



SA 


41 


mila 


= + 


29 milur og + 29 milur 


S 


60 


milur 


= + 


50 milur milur 


vsv 


13 


milur 


= + 


5 milur og — 12 milur 


V til N 


51 


milu 


= — : 


10 milur og — 50 milur 


N til V 


154 


milur 


■ 


151 milu og — 30 milur 



— 77 milur — G3 milur. 
Skipid er [)a komi5 77 milur lil norOurs og 63 milur til vesturs 
fra sinum upphaflega sta5. 

Nii skyldi skipi5 sigla lengur, og fara J)a9an, sem J)a5 erkomiS 
i su5su5austur 26 milur, J)a5 er 24 milur til su5urs og 10 til 
austurs, svo i vestur 13 milur, [)ad er ekkert i su5ur, en 13 i 
vestur; svo l sudaustur til sudurs 18 milur, [)a5 er 15 milur til 
sudurs og 10 til austurs; svo i su9austur 58 milur, {)a5 er 41 
milu til sudurs og 41 milu til austurs; svo f nordur 13 milur, 
J>ad er 13 milur i nordur og ekkert i austur. Hvar er skipid 
|)d eptir pessa siglingu? 

i sudur f austur 

Skipid var komid = — 77 milur og — 63 milur 
SSA 26 milur = + 24 milur + 10 milur 
V 13 milur = — 13 milur 

SA til S 18 milur = + 15 milur + 10 milur 
SA 58 milur = + 41 milu + 41 milu 

N 13 milur = — 13 milur 

SA til A 18 milur = + 10 milur + 15 milur 



|>ar hinar algebraisku summur i badum dalkunum eru == 0, J)d 
er skipid komid aptur a sinar fyrstu stodvar. 

f>ad kennir siglingalistin og ])rihyrningafraedin, j lva 5 \ lveT e j n 
skastefna k vissri fjarlaegS faerir langt burt fra hofudattanum. En 
sa sem ekki heflr J>ess hattar ahold, getur samt maelt j)ad me5 
sirkli, ef hann kann a3 draga upp attavitarosina (Compdsinn). 
Sa h&r syndi reikningur er p6 ekki nakvaemur, vegna ftess f)ar 
er ekki gjort rad fyrir, a8 jdrdin se hnottdtt, heldur flot, hvad 
a5 visu vel ma takast, J>egar ekki er urn nema liti5 svaedi a5 
gjora, svo ad avali jardarinnar ad mestu hverfi; en her er skipid 
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lalid slnga um ofstort svaedi til pess. J>6 skakkar adferd pessari 
urn midjardarlinuna nrerri ckkert, en par a mot {>vi meira sem 
fra henni dregur. J>ad & her oldungis ekki vid, ad fara lengra 
inn i pctta efni. Tilgangur |)cssa daemis cr einnngis ad gefa 
litiS synishorn af J)vi, hvaS tolvisin graedir mikiS viS utvidkun 
hinnar cSlilcgu talnaraSar og vid skoSun hinna gagnstaedu staerda. 
|>ad er baedi i floknum reikningum og i reikningi otiltekinna 
staerda (Inng. 6), ad menn Oldungis ekki vita, livorum megin staerd- 
irnar eru viS Null, eSa hvenaer |>a?r fara yfirum pad, eSa hveroig 
pacr umsniiast. 

38. Verkefni. AS draga tolur fra i hinni utvi'SkuSu talnarod. 

Urlausn. Breyt merkjunnm f fradraganum f hin gagnstaedu, 
og rita liiS nyja merki neSan undir hid gamla. Legg sidan 
saman eptir hinnm nyju merkjum samkvaemt (37) t. d. 
1. Samhljoda jatandi 2. Samhljdda neitandi 

Minkandi + 9 Daemid (36 E) Minkandi — 9 

Fradragi + 6 Fradragi — 6 

- + 



Mismnnur + 3 Mismnnur — 3 

3. Gagnslaedar, neitandi fradragi 4. Gagnstaedar, jatandi fradragi 
Minkandi + 9 Daemid (36 G) Minkandi — 9 

Fradragi — 6 Fradragi + 6 

_+ _— 

Mismnnur + 15 Mismnnur — 15 

1. Sonnun. f fyrsta daeminu cr pontif subtrahendus + 6, en 
hann gildir sama sem negatif addendus (36 F). I ddru daeminu 
er negatif subtrahendus — 6, hann gildir pvi vid positif adden- 
dus + 6 (36 II). fridja daemid er eins og hid annad, og 4. 
daemid eins og hid fyrsta. 

2. Sonnun. 

Heild = Deild + Fyllideild (25 1) 
eda Minkandi = Fradragi + Mismunur (25). 

1. daemi 9 = 6+3 



2. — 9 = - 6 — 3 

3. 9 = — 6 + 15 

4. — 9 = 6 — 15 



Samanlagt eptir (37). 



f>essi sonnun synir, ad su tala, sem fundin er eptir framanskrif- 
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aSri regln, s6 fyllingin e5a fyllideildin milli minkanda og fra- 
draga, og pess vegna si sanni mismunur. 

Vidbot. Af (37) og (38) sest, a5 additio ogsubtractio era sfn 
a milli mjog likar, og mismuna einungis par f, a5 additio er 4- 
framtalning, en subtractio talning aptur a bak (36). f b6kstafa- 
reikningi, sem er reikningur otiltekinna talna (Inngang. 6), dlizt 
a + 6 a5 vera summa tveggja talna a og b, me5an fraer eru 6- 
tilteknar, en ske5 getur, a5 t>egar J>aer me5 einhverju mdti verSa 
fastsettar eda akvardadar i tolum, ad su adur alitna samtalning 
verfli a5 fradragningu ; og {>a3 ver5ur, ef onnurhvor talan ver5ur 
negatif. Einnig getur |)ad skefl, J>egar til talnanna kemur, 
afl onnurhvor c5a baSar verSi 0, og fa ver5ur ekki af neinni 
samlagningu. far a mot alfzt a — 6 a5 vera fradragning e5a 
mismunur tveggja taJna a og b. hvar af a sd hin staerri og b 
hin minni. En f)etta getur ^mislega fariS, {>egar tolurnarakvarfl- 
ast; J>ad getur or8i5 ur |)vi samlagning, ef onnurhvor talan er 
negatif; {>a5 getur lika mdti von manns b ordiS staerra en a, og 
J>a verSur a — b negatif staerd. 

39. Or5[)y5ingar. BokstafastaerSir geta veriS samsettar af 
ymislegum liOum (Termini), sem greinast me5 + e5a — . 

Monomium (einlidud staerd) kallast su b6kstafastaer5, sem ein- 
ungis hefir 1 Ii5, svo sem 4a 3 . 

Binomium (tvili5u5), sem heflr tvo li5i, t. d. a + b, e5a 
a — b, e8a 4a 3 + bb. 

Trinomium (t>rili5u5) hefir 3 li8i, t. a. m. a + b — c. 

Potynomium (margli5u5) t. d. a + & + <* -f- d. Formulan 
i (9) h6r a5 framan er potynomium. 

40. Verkefni. A3 leggja saman bokslafastaerflir. 

Url. Se fad positif monomia, \i& er J)a5 a5ur kent (21). 
En s6 fleiraslags staerdir, t>a takist allir {>eir lidir saman, sem 
hafa somu bokstafi med soma exponentum, og af pessum aptur 
feir, sem hafa sama merki + e5a — . Coefficientarnir i |>ess- 
um samkynja lidum leggist saman eptir (37); kemur pa fram 
coefficient summunnar; skrifast svo aptan^vifl hann J>eir tilheyr- 
andi b6kstafir me5 peirra exponentum. fannig skal afram halda, 
unz allir lidirnir f samleggjondunum eru komnir f summuna. 
Se pur og li5ir, sem eru t6mar tolur, leggjast [>eir saman eptir 
somu reglum. 

3 



Daemi. Skuli leggja saman: 
ba 8 c + \ad + 7a 3 c — 4a a c — Sad + ad. 
Hir er J>aegilegt a5 skrifa samkynja lidina hvern undir annan, 
svo: 5a 3 c + had 

la 3 c — 8ad 
— 4a 3 c -f- ad 

Summa 8a 3 c — Sad 
Coefficientarnir + 5 + 7,-4 leggjast saman eptir (37). 
Ver5ur summan = + 8; j)ad er J)& samtals 8a 8 c. 
SOmuleiBis er + 4 — 8 + 1 = — 3, fcaB er — Sad. 
Verflur J>a a5alsumman 8a 3 c — Sad. 

2. daemi. Ifd + 3*s — 5d 2 

— 8/VJ — Ixz — 8d 2 

— 12/tf + Sxz + lid 2 

— 5/V* + \xz — 2d 2 
18^ — Ixz + 4d 2 

Summa xz 

j>a8 er merkilegt vi5 {)etta daemi, a5 paB gjorir ekkert til i summ- 
unni, hvaBa merkingu i tolum stafirnir f og d hafa, vegna pess 
J)eir liBir vinna sig upp, sem J>eir stafir koma fram f. j>aB er 
anna5 merkilegt, a5 ef annaBhvort x e5a z ver8ur=o, t>a verB- 
ur 511 summan = o, hvaB sem allir hinir staQrnir pyda. 

3. daemi. HvaBa summa verBur af J>vi, fegar summa tveggja 
talna legst \id somu talna mismun? Kalla tolurnar a og b, pa 
verBur summa J>eirra a + 6. Lat enn framar f peim kunngjorSa 
mismun a vera mtnuendMS og 6 subtrahendus, |>a ver5ur a — 6 
sa kunngjordi mismunur. Reikningurinn stendur |)4 svo: 

a + ft 
a — 6 
2a 
SvariB verBur J)4: Summan verBur aetiB = tvofaldri £eirri t6l- 
unni, sem i mismuninum var latin vera minuendus. Din talan, 
sem er subtrahendus, gjorir ekkert til, heldur hverfur burt ur 
reikningnum. 

4. daemi HOfum nu i sama daemi tolurnar tilteknar. Setjum 
a = 174 og J) = 98, £4 verBur 
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a + b = 174 + 98 = 272 
a — b = 174 — 98 = 76 

2a =348 = 348 = (a + 6) + (a — 6). 

Efer kemur J>a3 fram, sem bokstafareikningurinn syndi, a3 summ- 
an er = peim tvofalda minuendus, pvf 2svar 174 er 348. 

5. daemi. HOfum mi tolurnar aptur 6tilteknar/ en setjum J)aer 
s8 sin a milli jafnar. |>a notast einungis annar bokstafurinn, 
svo sem a, pannig: 

a + 6 = a -}- a — 2a 
a — 6 = a — a = o 



(a + b) + (a—b) = 2a = 2a 

Her kemur J>a5 enn fram, a5 summan er = 2foldum minu- 
endus. 

Reynum nu ad hafa b fyrir ba5ar tolurnar, pa verSur: 
a + b = 6 + 6 = 26 
a — b =6—6=0 

(a + b) + (a — b) = 26 = 26 

H&r er enn summan = 2foldum minuendus. 

6. daemi. Latum i sama daemi a vera = 0, en 6 vera dtiltekid; 
fa er 

a + 6 =0 + 6= 6 

a — 6 = — 6 = — 6 



(a + 6) + (a — 6) = = 

Her kemur enn su fundna regla eda logmal fram,|)vitvisvar 
er 0. 

7. daemi. Latum loksins minuendus vera negatif tolu, svo 
sem — 36, en subtrahendus dtiltekinn. 
a + 6 = — 36 + 6 
a — 6 =—-36 + 6 

(a + 6)+(a — 6)= — 72 

Enn kemur sama reglan fram, pvi tvisvar — 36 er = — 72. 

Sonnun tirlausnarinnar grundvallast a J>eirri hofudreglu, a 5 alt, 

sem samkynja er, legst saman og dregst fra hvafl lit af fyrir 

sig, svo t>a5 verSi i einu lagi. f>ar sem t6mar tolur eru, ma 

alita t>ser sem coefficienta, hverra b6kstafur pyfli 1. Samber (14, 2). 

41. Verkcfni. A3 draga b6kstafaslaer5irfrab6kstafast3er5um. 
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It] a usn. Breyt merkjunum f aubtrahendus I bin gagnsbeftu. 
Legg sidan saman eptir (40), og far eptir nyju merkjunum, sem 
skrifud eru neflan undir bin gdmlu. 

Daemi. — If + 3m — 8a? Minuendua 

— 6f — 5m — 2a? + 3d — 8 Subtrahendus 

+ + + - + 

— /* + 8m — 6a? — 3d -f 8 Differentia. 
Litum nu f vera = 8, m = 7, d = — 10, en madurskyldi 

ei vita, hvada?vaeri, pa vcrdur J>etta i tOlum: 

— 56 + 2! — 8a? = — 35 — 8x 

— 48 — 35 — 2a? — 30 — 8 = — 121 — 2a? 

+ + + + + + + 

— 8 + 56 — 6a? + 30 + 8 + 86 — 6a?. 
Her kemur fyrir eitt, hvort 15g5 er saman hver lina ser, eptir 

merkjunum, og sidan fr&dregid, ellegar menn leggja saman eda 
draga fra upp og ofan; mismunurinn verdur alt af hinn sami. 

Sonnun. f>egar breytt er merkjunum l fradraga, pa urasnyst 
hann e5a verdur dfugur vid pad sem bann var, hann ver5ur |>vi 
negatif vid sjalfan sig, og t>egar hann pannig undirbutnn legst vid 
minkanda, p& kemur pad fram, sem adur er synt (36 F), ad ne- 
gatif addendus er sama sem positif aubtrahendus. Menn geta 
einnig sannfaert sig urn, ad sa pannig fundni mismunur se rett- 
ur, med pvf a5 leggja bann vid aubtrahendus, og a pa a5 koma 
fram minuendua (25 I), ellegar me5 pvi ad draga bann fra mi- 
nuendua (25. Ill), pa & a5 framkoma aubtrahendus. Reynum 
eptir fyrri adferdinni (25. I) 

— 6f — 5m — 2a? + 3d — 8 Subtrahendus 

— f + 8m — 6a? — 3d + 8 Differentia 

— If + 3m — 8a? Minuendua. 

Vidbdt. Stundum kunngjora menn aubtrdhendua me5 pvi ad 
loka hann inn i sviga, og rita minus fyrir framan. Menn geta 
pi, einkum ef reikningurinn er ekki flokinn, dregid fra med pvi 
m6ti, ad breyta merkjunum i aubtrdhendua i huga ser og leggja 
svo saman. 

Daemi, hvar f eru tveir fradragar: 
37a — hf — (3a —26 —5c) — (6a — Ab + 3h) } 
ma ef vill skrifa pad upp pannig : 



37 

37a — 5f — 3a + 26 + 5c — 6a + 46 — 3ft = 28a — 
$f _j- 66 + 5c — Zh. 
42. Frumsagnir. 

1. Jafnar staerdir dregnnr fra jofnum staerdum gefa jafna mis- 
muni: 

a = 6 10 = 6 + 4 

m = n 7 = 6 + 1 

a — m= 6 — n 3 = 3 

2. Jafnar staerdir dregnar fra djofnum staerdum gefa djafna 
mismuni; sa staerri mismunur verdur par, sem meiri var minkandi. 

a>6 10>6 + 3 

m= n 7 = 6+1 

a— m> 6 — n 3 > 2 

3. Ojafnar stcerSir dregnar fr& jofnum staerdum gefa 6jafna 
mismuni ; hid meira verdur far, hvar minna var fradregid. 

a = 6 10 = 6 + 4 

m> n 7 > 3 + 2 

a— m< 6 — n 3<3 + 2 

4. Minna og staerra dregid fr& staerra og minna gefur staerra 
og minna 

a>6 10>6 + 3 

m< n 7 < 5 + 4 



a—m> b — n 3 > 1 — 1. 

43. Verkefni. A5 draga vi5kendar tolur frd vi5kendum 

tolum. 

IJMausn. Vi5kendar eda fleirkonar tolur dragast fra fannig, a5 

samkynja er dregid fra samkynja. 

Daemi. 

254 alnir 16 fuml. 10 li'nur 

32 20 8 



221 alnir 20 fuml. 2 iinur. 
Her m& hafa ymislegar adferdir. Hin venjulegasta er ad segja 
svo: 8 linur fri 10 er 2 linur; skrifa faer i mismuninn. 20 
J)uml frd 16 verdur ekki dregid, fa er venjulegt ad taka 1 alin 
til lans af dlnunum; hun er 24 Jmmlungar; liana ma leggja vid 
16 pumlunga, verdur 24 + 16 = 40, fa drag 20 fra 40, er eptir 
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20 t>uml., scm skrifast i mismuninn. Raunar er 6parQ a5 leggja 
samao 24 + 1G, haegra er a8 segja: 20 puml. frd 24 pumlnng- 
um (sem er su til lans tekna alin) er eptir 4, og par til 16 
puml. er 20 puml., |>vi pegar 20 puml. skulu dragast fra 24 + 
16, gildireinu, fra hverjum af pcssum samleggj5ndum er dregid, 
og er pa tuegast a5 draga 20 fra 24, en leggja pd 4, gem af- 
gangs verda, vid hinn samleggjandann 16, koma pa 20pumlungar. 
Sidan dragast 32 dlnir fra 253 dlnum (par bui5 er a5 lana af 
254), koma 221 alin. II6r mdtti lika draga 20puml. fra 16puml. 
og lata ver3a negatif mismun = — 4 puml., draga svo 32 aln. 
fra 254 dlnum, koma 222 dlnir; en pd hefdi mismunurinn ordid svo : 

222 din — - 4 puml, 2 linur, 
sem strax md skrifa pannig: 

221 alin 20 puml. 2 linur, 
pvi su eina alinin = 24 puml., verflur a5 skerdast um pa nega- 
tifu 4 puml., svo par af koma 20 puml. ]>annig ma, pegar i 
mismuninum kemur negatif tala, c8a — a eptir (pegar pti geng- 
ur fra vinstri til ha?gri), skerda toluna, sem pu ert me5, um 1. 
Dscmi upp a pessa a5fer5: 

4 fadmar » dlnir 1 kvartil » puml. 
3 2 2 S 

1 fa8m. — 2 aln. — 1 kv. — 5 
o:0 fa5m. al. 2 kv. 1 puml. 
Hermabyrja fradrdttinn vinstra megin,og svo maela: 3fa5m. fra 
4 er 1 fa8m, scm skrifast. Svo 2 alnir fra engri alin er — 2 
dlnir sem skrifast. Svo 2 kvartil frd 1 kvarlili er — lkvartil, 
sem skrifast. Loksins 5 pumlungarfra puml. er — 5 puml., 
sem skrifast. Sf5an ma snua pessum minusum i pJusa pannig: 
Skrifa 0fa5m., en ekki 1 faflm, par — 2 dlnir koma d eptir, paer 
2 alnir frd 3 (sem i fa8mi eru) gefa 1 al.; en par — 1 kvartil 
kemur d eptir, skrifast al. f>etta 1 kvartil frd 4 kvartilum (i 
alin) gefur 3 kvartil, en par — 5 koma d eptir, skrifast 2 kvartil; 
peir 5 puml. frd 6 gefa 1 puml.; skrifa bann, par ekkert minus 
kemur d eptir. I staSinn fyrir a8 skrifa fa5m og alin, matli 
lika lata pau saeti au5, svo allur mismunurinn ver8ur 2 kvartil 
og 1 pumlungur, og hann gat madur raunar skrifafl strax, me5 
pvi a8 iita fram undan sir, hvort lana mundi purfa e8a ekki. 
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Sa venjulcgi mati ad reikna petta daemi, er svo: 5 puml. fra 
6 (Idnad 1 kvartil) er 1 pumlungur, sem skrifast. 2 kvartil fra 
4 kvartilum (1 alin ldnud) er eptir 2 kvartil; en 1 kvartil var 
tekid til lans adur, og ma pvf ekki baeta pvi par vid. f>ar skrif- 
ast pvf 2 kvartil i mismuninn. Svo 2 alnir fra 2 alnum, (J)vi af 
3 alnum f fa5mi, sem lana parf, er tekioa 1), er ekkert. Og 
loksins 3 fadmar fra 3 fodmum (pvf 1 fadmur var lanadur til 
alnanna), verdur ekkert eptir. 

44. f>egar fleiri subtrahendi skulu frddragast, nota menn 
opt tugfyllingu (decadish Complement) i slad adferdarinnar (29). 
Tugfyllingin faest med haegu m6ti, med pvf a5 byrja vi3 vinstri 
hond a5 draga hvern staf f fradraga frd 9, en seinasta staf, sem 
ekki er 0, fra 10, t. d. hafi madur subtrahendus 78080, pa 
f stadinn fyrir — 78080 
skrifa pegar 21920 Tugfylling. 

f>etta er sama sem pannig vaeri dregid fra: 

100000 
— 78080 

21920, sem er tugfylling til 100000. 
I stad pess ad draga 78080 fra peim gefnu samleggjondum 
ma leggja 21920 vi3, en draga 100000 fra, pvf 
— 78080 = — (100000 — 21920) = — 100000 + 21920 
eptir (41, Vidbdt). En eptir d ad draga 100000 fra summunni 
er haegt, pvf ekki parf nema draga 1 fra hundradpiisundastafnum 
eda peirri einingastett, sem tugfyllingin er tekin til. f>etta ma 
kunngjOra med pvf ad rita 1 (pad er — l)framan vid tugfylling- 
una, ad pad lendi f saeti peirrar einingastfcttar, sem tugfyllingin 
er tekin til, pannig: 

121920 
Si'dan er alt lagt saman, en pessar negatifu einingar dregnar 
fra, hver i sinu saeti. Daemid (29) verdur pa pannig medfarid 
og skyrt: 
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7589 = 7589 = 7589 

3891 = 3891= 3891 

789 = 789= 789 

— 8483= —(10000 — 1517) = — 10000 + 1517 = 11517 

— 235=— (1000— 765) = — 1000+ 765= £765 

— 769= — (1000— 231) = — 1000 + 231 = l_23t 
_ 869= — (1000— 131) = — 1000 + 131 = fl31 

-- 13000 +14913 = 1913 

Einungis d&lkurinn naest haegri hendi f arf a5 skrifast. Eining- 
ar tugir oghundrud ( honum lcggjast saman eptir venjulegum haelti, 
ver8a(>&geymd3 fiisund til fusundaraSarinnar. En fessar3fus- 
undirfallaburtvegDa hinna negatifu 3 fusunda, sem komaf fjorSu 
r65; en svo koma far fyrir ofan 1 + 3+7=11 positif fus- 
undir, af feim 11 skrifast f& 1 undir, eptir samlagningarreglum 
(20); er fa komin i summuna 1913, en tugastafurinn i 11 legst 
\i5 flmtu ro9. f>essi positifa eining 1 kemur fa saman vi5 l,sem 
far er fyrir, og vinna f aer hvor adra upp, svo ekkert kemur far i 
summuna. Vcrdur f& summan 1913, cins og ddur er fundid. 

AnnaS daemi : 

4567 = 4567 f>egar negatifa staerSin — 7890 kemur, 

— 7890 12110 les eg a5 s6nnu 7890, og hugfesti, svo 
5432 5432 eg ekki furfl a5 lesa toluna i bokinni 

— 456 1544 nema einu siuni. En fegar eg fer a5 

25 25 skrifa hana, skrifa eg 2 fyrir 7, 1 fyrir 

— 2345 F7655 8, og 1 fyrir 9, par ekkert nema kem- 

46 46 ur a eptir, J>vi far dregst 9 fra 10, en 

— 38 f62 ekki 9 frd 9. A5 f vi bunu set eg 1 fyrir 

19341 framan i lOOOOl rumiS. Eins er. farid 
= — 659 me5 binar negatifu staerSirnar. A 5 fvi 

bunu er alt lagt saman, en negatifu stafirnir 
dragast fra, kemur f& summan 19311. Er fa au5se5, a5 fad er 
negatif staerfl. Til a5 f& hana samhlj65a, verOur a5 minka ne- 
gatifa staOnn urn einn, kemur far fa 0: taka sidan tugfyllingu 
af hinum stofunum, kemur fd 0659 sem er = — 659 fvi, 

19341 = — 10000 + 9341 = — 659. 
Sama summa — 659 kemur ut, ef lagJar eru saman positifu 
tolurnar s6r, og negatifu s6r fannig: 
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+ 4567 


— 7890 






5432 


456 






25 


2345 






46 


38 




+ 


10070 


— 10729 
+ 10070 

— 659 


f>ri5ja 


daemi : 




2467 


= 


2467 


f>a8 kemur fyrir eitt hvort — 1000 er 


— 311 


— 


1689 


skrifad TOOO c5a T9000, pvi T9000 


— 240 


r= 


1760 


er sama sem: 


— 200 

— 496 


___» 


1800 
1504 


— 10000 \ 
+ 9000 / 


— 193 


= 


F807 


— 1000 


— 800 


= 


1200 


og a5 1000 = — 1000 er aud- 


— 1000 


= 


1000=19000 sed af Numerationinni (3) pvi 1 


— 999 


= 


Tool 


[)y5ir negatif ptisundasta i sina 


— 989 





1011 


saeti, ogJ>a5 er sama sem negatif a 



— 2761 3239 talan — 1000, pvf nullin gjdra 

ekki annad en fylla au8u saetin, svo 
ad pusundastafurinn fdi sitt retta saeti. f>egar nu buiS er ad 
leggja saman, kemur summan 3239, og til ad snua henni i 
venjulega skript, minkar madur negatifa tolustafinn 3 urn einn, 
(pvi hinir stafirnir lana af honum), skrifar sidan 7 fyrir 2, 6 fyrir 
3 og 1 fyrir 9, ems og ddur er kent, hvad e8 laera ma af pessu: 
3239 = — 3000 + 239 = [ — 3000 

+ 239 
— 2761 

Standi sa negatifi t&lustafur ekki fyrst i tolunni, verdur ad fara 
odruvisi ad: en pad laerist med pvf, ad rita toluna i tvennu lagi 
eins og h£r var gjort. [>etta daemi m& og reiknast i fyrra dalk- 
inum eptir (28). En pa verdur f piisundarddinni ad draga 5 frd 
12, med pvi ad taka eitt 10000 til tens, en skrifa pad negatift 
til ad taka hid ofaukna burt aptur, par 

10000 ldnad — 10000 = 
verdur pa summan 

17239 = — 2761. 
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M a r g f 1 d u n, Multiplicatio. 

45. Ord|)ydingar. Si i samlagniogu allir samleggjendur 
jafnir sin & milli, og menn vita, hva5 margir Jieir eru, t>a finna 
menn summuna me5 margfoldim (Multiplicatio). fleitir pad verk 
ad margfalda (multiplicare). Summan heitir J>a Framkvaemi (Pro- 
ductum, e5a Factum). Einn af f)eim jafnstdru samleggj5ndum, 
eda peirra semeiginlega stacrd, heitir Margfaldandi (Multiplican- 
ds), en tala eda sa kunnugi fjoldi samleggjandanna heitir Marg- 
faldi (Multiplicator). Baedi margfaldi og. margfaldandi heitasam- 
eiginlega Gjorendur (Factores) t. d. 5 + 5 + 5 + 5 =20. Ber 
cr 5 multiplicands , 4 er multiplicator og 20 Productum. 
f>etta kunngjorist Jrnnnig 4 x 5 = 20 e5a 4 . 5 = 20. j>etta 
ma lesa [mnnig : 4 sinnum 5 er 20. f bokstofum er a x b = 
a . b = ab, samber (21). X e5a . kallast margfoldunarmerki. 

1. Vidbot. t margfdldun er heildin skodud i jofnura deiidum. 
Heildin er framkvaemi, en deildin margfaldandi, og deildanna 
tala margfaldi. 

2. Yidbot. Med samlagningu finnast Framkvaemi eininga me5 
einingum. far af er margfoldunartaflan (Tabula pythagorica). 
Hun byrjar med 2 . 2 = 4, og endar me5 9 . 9 = 81. Svo 
tekur vid staerri margfoldunartaflan 2 . 11 = 22 og naer til 9 . 
19 = 171. |>essar toflur laera menn utanbdkar. 

46. Margfaldi og margfaldandi geta skipzt urn. eda ro5 
gjoranda md vera eptir gedpekkni, t. d. 3svar 5 er sama sem 
5sinnum 3. }>vi par rod samleggjanda ma vera eptir gedpekkni 
(18), e5a md taka samleggjendur hverja fyrr og hverjasidar eins 
og vill, \}& ma rita petta daemi svo: 

1 + 1 + 1 + 1 + 1 ) 

1 + 1 + 1 + 1 + 1=3.5 0: 3svar 5 

1 + 1 + 1 + 1 + 1 j 

- = 5 x 3 o: 5sinnum 3. 

S& her flatradirnar samanlagdar, fa er summan 3svar 5 eda 
3 . 5 = 15; s& standradirnar samanlagdar, J)a er 5sinnum 3 
eda 5 . 3 = 15. Nu er heildin hin sama, t>ess vegna: 3sinn- 
um 5 = 5sinnum 3, eda 3 x 5 = 5 x 3. 

Yidbot. f>egar notad er margfoldunarmerkid, gildir J>a einu, 
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hvort margfaldinn er ritadur hsegra megin eda viastra megin fcss, 
Ilingad til heQr hann h6r vend settur vinstra megin. 

Almenn sonnun: 

1-j-l + l b Addendi 

1 + 1 + 1 b Addendi , 

= a . b (= ab) o: asinnum b 

a A ddendi 

b . a (= ba) o: Asinnum a. 

S& eins og fyrri flatradirnar samanlagdar, fa er summan 
asinnum b; se standradirnar samanlagdar, er summan Asinnum a. 
Jess vegna er asinnum b sama sem ftsinnum a. 

47. J>egar margfaldinn er kunngjdrt framkvaemf, verdur fyrst 

a5 margfalda med £eim eina gjoranda pess, og sidan fad sem 

ut kemur med hinum odrum. Ellegar margfalda saman fyrst 

bada gjorendur margfaldans og med J>vf framkvsemi aptur marg- 

faldanda t. d.: 

(3 . 5) sinnum 4 = 3 sinnum (5 . 4), 

J)vi (3 . 5) . 4 {>y5ir ad 4 skuli setjast 3syar 5 sinnum sem 

Addendus, pad er: 

(3svar 5)sinnum 4=[4 + 4 + 4 + 4 + 4 eptir (45) 

4 + 4 + 4 + 4 + 4 

4 + 4 + 4 + 4 + 4 
I>ad er i flatrodunum sama sem : 

5 sinnum 4 + 5 sinnum 4 + 5 sinnum 4 
eda J>riteki5 5 sinnum 4. 

En ef standradirnar eru samanlagdar, [>& er pad (3svar 4) Omm- 
tekid, eda 5 sinnum (3svar 4). f>ess vegna: fritekid (5 sinnum 
4) ersama sem 5tekid (frisvar 4). far af leidir, ad fyrst verdur 
ad margfalda (her 4) med feim eina gjoranda margfaldans 3, og 
svo fad utkomanda med hinum 5; ellegar fyrst med 5, svofad 
sem ut kemur med 3. 

Vidbot. Gjorendur mega umskiptast, hvad margir sem eru, t. d. 

3 . 4 . 5 = 3 . (4 . 5) = 3 . (5 . 4) == 3 . 5 . 4 =(3 . 5) 

. 4 = (5 . 3) . 4 = 5 . 3 . 4. 
Yflr hofud, 
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= (a . c) . 6 = (c . a) . 6 = c . a . 6. 

48. Verkefui. A5 margfalda tolu me5 1, 10, 100, 1000, 
e5a yflr hftfud me5 einingu hverrar st&ttar sem er. 

Urlausn. Rita svo m6rg null aptan vi5 margfaldanda, sem pau 
era mOrg aptan vi5 margfalda, t. d. 432 x 100 = 43200. 
Ad petta s& margfdldun me5 100, leidir af J)vi, a5 hver eining i 
432 verdur vi5 [)etta tveim stettum haerri en &5ur, og pessvegna 
hundredfold vi5 pa5 sem bun &5ur var. Af 432 ver5a pa 432 
hundrud, pad er: fjorutiti og prjii piisund og tvO hundrud (3). 

49. Yerkefni. A5 margfalda tfllu meS einum tftlustaf. 
Urlauso. Uagkvaemast er aft byrja haegra megin og marfalda 

staf eptir staf, og skrifa i Productid frarnkvami peirra hvert fyrir 
sig. En ver&i af einhverjum staf framkvsemid tveir tolustafir, pa 
skrifast ekki nema s&, sem stendur haegra megin, en hinn geym- 
ist i luiganum (in mente) og legst vift framkvsemi naesta stafs, 
sem a eptir kemur. t. d. skuli margfalda 648083 med 7, pa 
gjora menn pa5 svo : 

648083 m& og setja svo: 648083 ( 7 
7 4536581 



4536581 



Her kveS svo aft ordi: 7 sinnum 3 er 21, skrifa einungis 1 
undir, en geym 2; 7 sinnum 8 er 56 og 2 geymdir er 58, 
skrifa 8, geym 5 ; 7 sinnum er og 5 geymdir er 5 ; 7 sinn- 
um 8 er 56, skrifa 6, geym 5 ; 7 sinnum 4 er 28, og 5 geymdir 
er 33, skrifa 3 og geym 3 ; 7 sinnum 6 er 42, og 3 geymdir 
er 45, skrifa nu 45, par ekkert kemur & eptir. 

Sonnun. Eptir (45) er margfoldun ei annad en samlagning 
jafnstorra samleggjanda, svo margra sem multiplicator tiltekur. 
H6r var multiplicator 7, pess vegna skrifa eg multiplicands 7 
sinnum, og legg saman pannig: 
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648083 
648083 
648083 
648083 
648083 
648083 
648083 



600000 + 
600000 + 
600000 + 
600000 + 
600000 + 
600000 + 
600000 + 



40000 + 
40000 + 
40000 + 
40000 + 
40000 + 
40000 + 
40000 + 



8000 + 
8000 + 
8000 + 
8000 + 
8000 + 
8000 + 
8000 + 



80 + 
80 + 
80 + 
80 + 
80 + 
80 + 
80 + 



3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 



4536581 = 4200000 + 280000 + 56000 +560+21 

f>essa sonnun ma og gjora meir alment gildandi med J)\f ad 
taka potynomium, sem gildir fyrir 611 tolukerfi (9) 

kW elP + dlP + cU 2 + bU+a, 

og margfalda pad med einhverri tolu, t. a. m. me5 6, J)a verdur 
a5 margfalda hvern einasta lid me5 6, t>a verdur 

6 (TtUV- h eU* + dU 3 + cU 2 + bU + a) 

= 6H7&1. |-6etf 4 + GdlP + ScU 2 + 66*7 + 6a, 

er sja ma, ef tekin er summan af 6 slikum jafnstdrum addendis 
eptir (45) pannig: 

fcCTt . . . . + e jji + dlP + clP + bU + a 
jtffy..... + c £/4 + dlP + clP + bU + a 
ItUy..... + e ?7 4 + dlP + clP + bU + a 
TctJP- • • • • + eZ7 4 + dlP + clP + bU + a 
fcZJH----- + d7 4 + dlP + clP + bU + a 
hW---> + e ^ + dlP + ctf 2 + btJ + a 
J>etta samanlagt eptir (22) e5a (40) ver5ur 

6W h6e£/ 4 + 6d£7 3 + eclP + 6627 + 6a. 

Eins er pad, hvad margir sem addendi eru; pess vegna ef 
multiplicator er = n, pa verdur framkvaemid .svo : 

n{kW h *# 4 + dlP + ct/ 2 + 6Z7+a) = 

nfcOT- 1- netf 4 + ndZT 3 + nclP + n&[7 + na. 

f>egar kunnug er umferdin i tolukerfinu, ma snua laegri ein- 
ingastettum i haerri, hvenaer sem hinar laegri ver5a svo margar, 
ad Jiaer fylli eina haerri. 

Sk^ring, |>egar Potynomium eda fleiri b6kstafir eru innilok- 
adir i sviga eda Parenthesin, pa merkir pad, ad oil su parenthesis 
med si'nu efni eigi ad skodast sem ein staerd edatala vaeri. Her 
merkir J)vi 

6(fcOT- h eU 4 ' + dlP + cU 2 + bU + a) 
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a5 fyrst cigi a 5 lcggja saman 

kUV; •••• eW, dV z , clP, bV 9 a 
og margfalda sfdan med 6. 

50. Lrcrdomggrein. KunngjOrd gumma margfaldast me5 
tdlu, {>egar sferhver bennar samleggjandi margfaldast med tol- 
unni; e5a polynomium margfaldast med tolu, t>egar sfcrhver t>ess 
liOur margfaldast med tolunni. 

Sonnun: f>ar samleggjendur mega takast i rod eptir ged- 
pekkni i samlagningu (18), en margfuldun cr ekki annad en sam- 
lagning jafnsttirra samleggjanda, hverra tala er multiplicator, en 
staBrd multiplicands (45), J)a kemur fyrir eitt, hvort menn i 
samlagningu yfirfara lidina i polynomio eins og [)eir standa rad- 
adir i J>vi, og sidan taka hid annad og fara eins med {>ad, og 
svo hvert eptir annad, og lata summuna alt af safnast, pangad 
til allir tidirnir eru samanlagdir, ellcgar menn taka t. a. m. fyrsta 
lidinn i ollum peim polynomiis og leggja {)& saman, og sidan 
hinn annan lidinn fpeim ollum, og leggja vid pa komnu summu 
o. s. frv., unz allir samsvarandi lidir eru samanlagdir. 
f>essi laerddmsgrein framsezt pannig i bokstofum : 
n(a + b + c +••••) = no -f- nb + nc -\- • • • • 
Sonnun med bokstOfum. o + b + c + •••'• er multiplican- 
ds og n multiplicator. j>4 er 
« + b + c + •••• 
a + b + c -(-••• • 
o -f- 6 + c + •••• 



n Addendi 



Summa na + n& + nc + 
Sama kaemi fram, J>6 lagt vaeri saman pannig: 

a + ^ + C'^'tf + ^ + c**" a + & + c n Addendi. 

J>ess vegna productid rett. 

51. Laerdomsgrein. Tala margfaldast med kunngjordri 
summu eda polynomio, ef talan margfaldast med serhverjum lid 
j>ess, og ])au framkvaemi (Partialproductiri), sem pa fram koma, 
leggjast saman. 
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Sonnun. f>ar su gefna tala er her multipUcandus, pd a luin 
a5 setjast svo opt sem addendus, sem multiplicator tiltekur, en 
partar multiplicators eru hans greindu liOir. Se pa lidirnir 
samanlagdir, kemur hans heild: og md pd margfalda med henni 
multipUcandus, ef vill. En par rod samleggjanda ma vera eptir 
gedpekkni, md einnig taka pa greindu lidi multiplicators, marg- 
falda multipUcandus med hverjum peirra. Med pessu m6ti koma 
pd fram pau partialproduct, er 611 til samans fylla adalfram- 
kvaemid (Totalproductid). MultipUcandus margtekst pd eins opt, 
og bann hefdi verid margfaldadur med olluni multiplicator i 
einu lagi. 

Sanna md petta med odru moti: f>ar margfaldi og margfald- 
andi mega skiptast um (46), pd ma eptir (50) margfalda alia lidi 
multiplicators med multipUcandus, og verdur pad pa hid sama 
sem ad margfalda multipUcandus med dllum lidum multiplicators. 

Med bokstofum kunngjorist petta pannig: 

(a + b + c • • • -) n == (an + bn + en • • • '). 
52. Verkefni. Ad margfalda tolu ritada eptir dekadih med 
annari tolu ritadri eptir dekadik. 

Urlausn. Margfalda margfaldanda med einingastaf margfalda 
eptir (49), svo med tugastaf margfaldans; rita petta tugastafs- 
framkvaemi undir einingastafsframkvaemid pannig, ad einingastafur 
tugastafsframkvaemisins standi undir tugastaf einingastafsfram- 
kvaemisins, eda svo, ad eins stafs rum verdi autt haegra megin. 
Med sama haelti margfalda med hundradastaf margfaldans, og 
rita svo, ad tvo saeti verdi aud fyrir aptan, svo med piisundastaf, 
o. s. frv., ad prjii o. s. frv. saeti verdi aud haegra megin, og yfir 
hofud skulu vid hvern staf margfaldans eins morg saeti i fram- 
kvaeminu aud latast haegra megin sem einingastett su, sem marg- 
faldad er med, hefir morg null eda stall aptan vid sig. Loksins 
skal leggja saman 611 partialproduct, eins og pau med pessum 
haetti standa af ser. 
t. d. 589074 = N 

90067 = P 

" 4123518 = T~N 

3534444. = 60 N 

5301666.... = 90000 N 



53056127958 = 90067 N = FN. 
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Partialproductid 3534444 telurh&r ekki einiogar fyrstu stittar, 
heldur annarar st&ltar e5a tugi, eins og par stocOi 35344440. 
Eins er 5301666 sama sem 53016660000. Punktarnir, sein i 
daeminu standa, J>V5a 0, til aft spara manni dmak aft skrifa i 
auftu saetin. AS 60 sinnum 589074 s6 = 35344440, ieidir af 
p v f ad 60 = 10 . 6 og 10 . 589074 = 5890740 eptir (48) og 
6 sinnum, pad er 35344410 eptir (49). Lfkt er med seinasta 
partialproductid , sem er 53016660000. Loksins em partialpro- 
ductin samanldgd eptir (20) og (51), |>vi 589074 x 90067 = 
589074 x (90000 + 60 + 7). 

53. Yerkefni. AA margfalda saman dtilteknar tolur eda 
bdkstafastaerdir. 

Urlausn. 1. Monomia. Lik merki margfoldud saman gefa+, 
61ik merki gefa — . Coefficient margfaldanda og margfaldans 
margfaldast saman; first |)& Coefficient productsins. Btiksfaflrnir 
skrifast liver vid hlidina k ddrum lir margfalda og margfaldanda 
hver mcS sinum exponent. Se pad sami bokstafur sem er i 
margfalda og margfaldanda, pa stytlist skriptin med pvi ad rita 
stafina einu sinni med summu exponenta hans f visis stad. 
Daemi og sdnnun 

+ 3a x Ab = I2a6 
eBa + 3a x + 46 = + 12a6. 
Her er merkid + baedi i margfalda og margfaldanda, pad kall- 
ast lik merki (og eins, pd pad vaeri i Mdum gjdrondum — ). 
Productid verdur p& her positift, pvi s& positifi multiplicands 
erhersettur (ekki burttekinn) svo opt margtekinn addendus, sem 
s& positifi multiplicator he fir margar einingar. Se nu t. a. m. 
3a e5a + 3a multiplicands, pa aetti, ef vidhofd vaeri samlagn- 
ing, ad skrifa + 3a svo opt sem + Ab heflr margar einingar, 
og leggja svo saman. t>a sj&allir, a5 summan par afyrdi positif 
af peim positifu addendis. J>ess vegna & productid a5 vera 
positift, e5a hafa sama merki sem allir addendi hafa, eda sem 
multiplicandus heflr. Setjum v6r nu ad vaeri 
— 3a X + 46 = — 12a6. 
Hfcr era mcrkin dlik, eda annad merki f peim eina factor en 
i hinum; pa verdur productid negatift; pvi ef skrifa aetti — 3a 
svo opt sem einingar era i + 46 og leggja saman, pa fengi 
summan — eda yrdi negatif af peim negatifu addendis. I b&d- 
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urn pessum tilfellum faer productid sama merki sem multiplican- 
dus. En setjum mi a5 vapri 

+ 3a X — Ab = — 12ab. 

Sa negatifi multiplicator — Ab py8ir, a5 sa positifi multipli- 
candus + 3a eigi a5 burtnemast (ekki mi setjast), svo opt sem 
multiplicator Ab hefir i s6r einingar. Eptir samlagningarreglum 
a Jpvi a5 skrifa + 3a svo opt sem einingarnar eru f Ab, en par 
— stendur vi8 Ab, pa breytast oil merkin vi5 + 3a f hid gagn- 
staeOa eptir (41), svo 3a ali'zt allsstadar sem subtrahendus og & 
a5 burtnemast. En summan af svo morgum — 3a, sem Ab 
&kvar5ar, ver5ur negatif (37), J>vi pessir addendi horfa allir Sfugt 
vi5 pad sem peir horfflu i fyrstu; og pess vegna faer mi pro- 
ductid gagnstaett horfvift multiplicandus, e5a ver9ur = — 12a6. 
Sektjum mi loksins a5 vaeri 

— 3a X — Ab = + \2ab. 

Her faer framkvaemi5 gagnstaett horf vi5 multiplicandus, af pvi 
multiplicator — Ab er negatif eins og i 3. tilfelli. jEtti hfcr a5 
nota samlagningu, pa yr5i a5 skrifa — 3a svo opt sem Ab hefir 
margar einingar, en af pvi — stendur vi5 Ab, yr5i a5 breyta 
ollum — merkjunum vi5 3a i +, og sko5a oil pessi — 3a sem 
subtrahenda og burtnema pa (41), yr5i svo summan -f- 12ab. 
Her eru pa upptalin 4 tilfelli, sem her geta veri5. Hi5 fyrsta og 
fjor5a syna, a5 ltk merki gefa +, en hi5 annaS og pri5ja, a5 
61ik merki gefa — . 

Reglan um coefficientana og bokstafina sannast af (47) og 
(21),' pvi pegar t. a. m. margfalda skal 

3a X Ab, 
pa er Ab kunngjflrt framkvoemi, m& pvi fyrst margfalda me5 4 
eptir (47), pa er 

3a X 4 = 12a, 
pvi 3a + 3a + 3a + 3a = 12a eptir (21); par me8 er pa 
sonnud reglan um coefficientana. Ala og lika segja 4 sinnum 
3erl2, en einingarnar, sem taldar eru f 3, eru a. |>ess vegna 
alls 12a. Sidan margfaldast petta framkvaemi 12a me5 hinum 
Sflrum factor b eptir (47), kemur p& \2ab, og paraf lei8ir regl- 
una um bokstafina. 

Af (47, 1) leiSir, a5 par gjorendur mega alia vega umskiptast, 
m& margfalda saman tolurnar fyrst, og sidan bokstafina. 

4 
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Reglan lira exponcnlana sannast |>annig : 

m 9 n X m* n 8 . 
f>etta er sama sem 

mmmn x mmmmnnn, samber (21). 
Vaeri nu allir factorarnir skrifadir, m s&rflagi og n s&rilagi, 
£& yrOi framkvaemid 

= mmmmmminnnnn 
og fe& er skemra ad skrifa 

m 1 n 4 . 
Af pessu er reglan s5nnu5 : ad leggja saman exponenta hvers 
stafs sfcrilagi. 

1. Sky ring. 1 (21) er svo ad ordi kvedid: Bokstafur med 
visi kallast veldi (potestas), En nu J>egar kunnugt er ordid af 
(45), hvad product fydir, m& J)yda Veldi |>annig: ad J>ad se pro- 
due* af jafnstorum toldum factorum, eda framkvaemi taldra jafn- 
st6rra gjOranda, en tala fessara jafnstoru gjdranda heitir Yisir, 
eda Veldisvisir (exponem potestatis). f>annig var i dacminu her 
& undan 

m 7 = mmmmmmm. 
H6r eru nefnilega 7 jafnstdrir gjdrendur, sem allir era = m, 
hver fyrir sig. 

2. Skyring. \ pessum tolulid er svo ad ordi kvedid, ad binn 
positifi muUiplicator setji, en binn negatifi muUiplicator burt- 
nemi multiplicandus. Til ad skyra i>etta betur, vil eg taka 
muUiplicator ana 

+ 3, + 2, + 1, 0, - 1, - 2, - 3 
og margfalda med peim multiplicandus a, J)& er 
aX + 3 = + 3a= a + a + a 
ax + 2 = + 2a= a + a 

ax = Oa = 

ax — 1= — la = — a 

ax — 2 = — 2a = — a — a 

a X — 3 = — 3a = — a — a — a. 
|>ar multiplication er samlagning jafnsttirra taldra samleggjanda 
(45), en muUiplicator er fjoldi hinna jafnstdru samleggjanda (sjd 
sama tolulid 45), fed er 
ax3==a + a + a, ogax — 3 = — a — a — a. 
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Eins og hinn positifi multiplicator setur multiplicands svo 
opt sem einingin er opt innifalin i sjalfum bonum (multiplicator) 
og gjorir ur multiplicands eins margtekinn addendus sem ein- 
ingar eru margar i multiplicator, svo burtnemar hinn negatifi 
multiplicator multiplicandann svo opt sem einingin er inniTalin 
i multiplicator, og gjorir up multiplicands eins margtekinn sub- 
trahendus sem einingar eru i multiplicator. |>ess vegna verdur 
a X — 3 sama sem — a — a — a. Eins gjorir negatif 
multiplicator ur negatif multiplicands eins margtekinn subtra- 
hends med J)v( a5 sntia minusunum i plusa (41). 

Til ad syna pessa snuninga, \il eg mi margfalda — a me5 
multiplicatorunum 

+ 3, + 2, + 1, 0, - 1, - 2, - 3 
pannig : 

— a X + 3 = — 3a = — a — a — a 

— a X + 2 = — 2a = — a— a 

— a X + 1 = — la = — a 

— ax 0= 0a= 

— a X — 1 = -|- la = + a 

— aX — 2 = + 2a = + a + a 

— a X — 3 ==-[-3a = + a + a + a 

Af {>essum samburdum ma nu sja snuningana og burtnumn- 
ingarnar, sem hinn negatifi multiplicator gjorir, og hvernig alt 
gengur til. Multiplicator burlnemur muliplicandus lika, en 
s& er munurinn a peim burtnumningum, a5 multiplicator burt- 
nemur og setur ekkert f stadinn, en hinn negatifi burtnemur fyrst 
og setur svo hid gagnstacda f sta5inn. Adgaeti menn J)a5, a5 
multiplication^ er eins og fjoldi additiona ellegar subtractiona, 
taki svo positif multiplicator og subtraheri fra honum 1 aptur 
og aptur, pa sest, a5 hann gengur i gegnum og sidan til hinna 
negatifu staerdanna, og i {)vi hann gjorir j)etta, pa sniiast frarn- 
kvaemin til hinna gagnstaedu staerdanna vi5 paer, sem pau hofdu 
adur. f fyrra sambur5inum snerist framkvaemid + 3a = a + 
a + a i hid gagnstaeda — 3a = — a — a — a, en i hin- 
um sidara snerist framkvaemid — 3a = — a — a — a i hid 
gagnstaeda + 3a = + a + a + a > en t>egar multiplicatorinn. 
gekk i gegnum 0, gekk einnig framkvaemid i gegnum 0. 

4* 
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2. Polynomia. Sh sd eini factor polynomium, J>4 margfald- 
ast eptir (50) eAa (51), en sfc b&dir gjOrendur polynomium, ])& 
raargfaldast allur multiplicandus meS s&rhverjum lid ( multipli- 
eator og partialproductin leggjast saman. 

Sannast af (50) og (51). 

54. Daemi upp & margfaldanir btikslafasterBa. 

a + ft I bdkstafareikningi parf ekki aS byrja 

a -f- ft margfflldun n& samlagningu bsgra meg- 

a 2 + 06 in, {>vf far er ekkert a5 geyma (eBa hafa 

ab + & 2 *n mente) eins og i talnareikningi (49). 

A. a 2 + 2aft + b* H^ r ra * t>vf byrja mefl pvf a6 segjar a 

sinnum a er a 2 , og a 6innura 6 er aft, 
J)d er fengiS fyrra partialproductid a 2 + «&» |>v( naest er marg- 
faldaS me5 6, og sagt: 6 sinnum a er aft (bezt er ad rita bok- 
stafina i stafrofsr68) og b sinnum b er ft 2 ; t>4 er komid sidara 
partialproductid ab + ft 2 ; og svo er lagt saman. J>essi marg- 
f5ldun tAknast feannig : (a + b) (a + ft) = a 2 + 2ab + ft 2 
ellegar, t>ar Mdir gjOrendur erti jafnir, svo (a + b) 2 = a 2 + 
2ab + ft 2 , samber (21). Sd |>etta enn margfaldaA me5 a -\- b, 
£4 er J)a5 svo : 
a 2 + 2aft + ft 2 
a + b H6r med flnst, aB (a + ft) 5 

a 8 + 2a 2 ft + ab 2 = a 3 + 3a 2 ft + 3aft 2 + ft 8 

a 2 b + 2aft 2 -f ft 8 



a 8 + 3a 2 6 + 3aft 2 + ft 8 -. -2?. 

Nu viljum v6r Anna (a — ft) 2 og (a + ft) (a — b) 
a — b 
a — b 



a 2 — ab 

— ab + b 2 

a 2_ 2ab + ft 2 = (a — *)«...•(? 

a + * 
a — ft 



a 2 + aft 

— aft — ft 2 



a 2 — ft 2 = a 2 — ft 2 = (a + ft)(a — ft)---Z>. 



J 
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f>essi ofanskrifudu product eru pcss verd, a5 menn muni J)au 
utanbtikar, J)vi opt {mrf aft nota J>au i bdkstafareikningi, svo sem 
til ad leysa upp b6kstafastaerdir i factores, o. s. fry. f>annig 
ma lesa: 

(a + b) 2 = a 2 + 2ab + b 2 . 

Kvadrat binomii, eda binomium margfaldad med sjdlfu ser, 
er jafnt kvadrati hins fyrra lidar (a 2 ) tvdfdldu producti beggja 
lidanna (2a&) og kvadrati bins sidara lidar (6 2 ). Eins md lesa 
ftvadratid, J) 6 binomium sb a — 6, eda mismunur tveggja stserda; 
far hafa lidirnir 61ik merki, verdur svo midlidurinn negatif, en 
kvadrotin baedi positif, fannig: a 2 — 2ab + & 2 eins og idur 
er fundid. Menn geta nefnilega sko5a5 (a — b) 2 eins og fa5 
vaeri /a + ( — 6)J 2 , |)& er kvadrat fyrra lidar = a 2 ; hid 2falda 
product beggja lidanna = 2a ( — 6) = — 2a&, og kvadrat 
sidara lidar = ( — b) ( — b) = + 6 2 = 6 2 , verdur t>a tilsamans 
a 2 — 2ab + b 2 . 

Margfoldunin (a + b) (a — b) = a 2 — b 2 ma lesast fannig: 
Summa tveggja staerda margfoldud med sdmu stserda mismun er 
jofn mismun somu stserda kvadrata. 

Dae mi i tolum getur verid: 

(5 + 2) (5 — 2) = 5 2 — 2 2 = 7 . 3 = 21 
eda 7 x 3 = 25 — 4 = 21. 

Aptur a mot ma eptir somu reglu aetid uppleysa kunugjordan 
mismun tveggja kvadrata i tvo kunngjorda factora, med fvi ad 
mynda Jmnn eina factor inn af summu, en binn annan af mismun 
kvadratrotimnsL o: talnanna, sem kvadrotin eru tekin af t. a. m. 

12 2 — 9 2 = (12 + 9) (12 — 9) = 
144 — 81 = 21 x 3 = 63 

Med likum haetti getur sa, sem kann ulan ad t>au tilbeyrandi 
product i bokstofum, aetid uppleyst i factora. 

a 2 + 2ab + b 2 = (a + b) (a + b) eptir A 

a 2 — 2ab + b 2 = ( a — b) (a — b) eptir C 

a 3 + 3a 2 6 + 3a6 2 + b* = (a + b) (a + b) (a+b) • • • • eptir B 

a 3 — 3a 2 6 + 3a6 2 — b* = (a — b) (a — b) (a— 6) - • • eptir B 
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Trinomia margfoldud saman 
5a 4 — 2a s b -f 4a 2 6 2 multiplicand*!* 
a 3 4. 4 a 2 6 _ 2 6 a multiplicator 

ha 1 — 2a 6 6 + 4a B 6 2 

20a 6 6 — 8a B 6 2 + 16a 4 6 8 

— 10a 4 6 3 + 4a 3 6 4 — 8a s 6 B 

5a 7 + tSa°b — 4a B 6 2 + 6a 4 6 3 + 4a 3 6 4 — 8a 2 6 6 

f Jjridja partialproductinu (sMramkvseminu) rodtti ekki leggja 
— 10a 4 6 3 saman vi5 stacrdirnar par fyrir ofan, sem telja a 6 6 2 , 
par paer ekki cru samkynja; heldur atti — 10a 4 6 s i J>ridja ser- 
framkvaBminu, saman vid + 16a 4 6 3 i 68ru serframkvaeminu og 
er |)v( lagt samanvid pad. + 4a 3 6 4 og — 8a 2 6 5 er ekki 
samkynja neinu, og skrifast lit af fyrir sig. j>ad er einnig 
athngavert, a5 summa exponenta stafanna er 1 hverjum lid 1 
flllum multiplicandus = 4 , og i multipUcator&Mdumun =»= 
3. |>a kallast multiplicands homogen (samkynja) sjalfum ser, 
og eins multiplicator samkynja ser eptir e91i sinn. |>a verdur 
einnig framkvaemid samkynja ser; par er summa visanna i hverj- 
um lid = 7. f>essi regla er optastnaer gildandi i maelifradinni, 
J)d ad einnig ben vid, ad mcnn viki fra henni. 

Dasmi med titilteknum visum. 

x — a 

x » + oa .n-l + a v -a + a 3 x .n-3 [ _ a n " V+a™tf 

- a* n " 1 - aV" 2 - o 8 /" 3 a 11 " V-a™* - a 11 

iler er framkvasmid einungis = # n — o n » J>vi allir lidir par 
amilli eru uppgengnir. |>essi margloldun er laerdomsrik og verd 
ad muna, pvi hiin yflrgrfpur oteljandi tilfclli, af J)vi exponent- 
amir eru otilteknir en fylgja po vissri reglu cda logmali. Laer- 
domur sa, sem her i liggur, kemur opt til nota 1 mathematik. 
Multiplicandus er nokkurskonar Series (Talnarod) med nidurstfg- 
andi veldum ad pvi er x ahrscrir, en uppstigandi ad pvi, er a- 
hraerir a. |>ad ma einnig hafa endaskipti a multiplicandus; pa 
verda veldin uppstigandi vid x, en nidurstigandi vid a. |>ar sem lifer 



ttanda punktaradir, [)ar a a5 fylla med lidum eptir liku formi, seui 
hinir lidirnir hafa, en feeir visar, sem vanta, verda kunnugir, feegar 
hinir vfsarnir erii gefnir i tolum. 

Vaeri nu i feessu daemi n = 7, fed vaeri framkvaemid x 1 — a 7 , 
margfaldinn vaeri eins og adur x — a, en margfaldandi yr5i fed 
x 6 + ax 5 + a 2 # 4 + a 3 # 3 + a 4 a? 2 + a 5 # + a 6 . 

Her er f hverjum lid summa visanna = 6, en i btikstofunum 
var htm = n — 1. Setjum v&r nii a = 1, fed faer su Sera* 
feessa asynd: 

x« + x* + x* + x 9 + x 2 + I 
og synist fa ekki vera homogen, en er fead samt, fevi oil veldi 
af 1 eru =1. Alt eins ma lata a vera negatifa staerd t. d. 

— 1, fed faer Series feessa mynd. 

x Q — x 5 + x* — x* + x* — x + 1 
vegna feess ad h'k merki margfoldud saman gefa +i en <*lik — • 
J>a verdur nefnilega efa = — 1, hid annad vcldi a 2 = — 1 x 

— 1 = 4-1, ogferidja veldi a 3 = — 1 x — 1 X — 1 = 

— 1 e5a {>ar — 1 x — 1 =-- + 1, fed — 1 x — 1 x — 1 
= + 1 x — 1 = — 1. 

Setjum ver f a5alda3minu E t n = 2 og a = — a, svo fead 
verdi neitandi staerd, fed verdur i margfaldanda x 11 ' 1 + o# u " 2 
= x — a#°; fleiri lidi ma fear ekki taka, fevi series endar a 
lidnum a 11 " 1 , sem her er a eda — a med engum xfactor, 
sem er hid sama em a; , sem er = 1, fevi 1 x = x, x x — 
x 2 , o. s. frv., fevi eins og gjorendur fjolga med fevi ad setja fed, 
svo faekka feeir med fevi ad taka fed burtu (sem ljosara verdur 
sidar). Margfaldinn x — a verdur nii x — ( — a) = x + a, 
(36 K). Framkvaemid x n — a 11 verdur x 2 — ( — a. — a) = 
x 2 — (+ a 2 ) = x 2 — a 2 , fannig er fed framkomin margfold- 
unin (x — a) (x + a) = x 2 — a 2 eda product summu og 
mismunar somu talna er jafnt misinun somu talna hvadrata, 
eins og ddur er fundid, fear sem i daemi stod : (a -\-b)(a — b) 
= a 2 — b 2 . fessi formula getur 16tt reikning i tolum, t. a. 
m. fear eru tveir vellir relt ferhyrndir; sd eini 114 fadmar a 
hvern veg, en hinn 109 fadmar d hvern veg. Hversu stdr er 
mismunur feeirra ad fermdli? f>a segir i geometriu, ad hann s& 
114 2 — 109 2 , en eptir umtaladri formulu er feetta sama sem 

(114 + 109) (114 — 109) = 223 . 5 = 1115 ferfadmar. 
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|>annig sest, a5 dliltekinna staerda margfoldun getur hjalpad til 
a5 Anna alment gildandi setningar, eionig til a5 uppleysa b6k- 
stafastaerdir f gjdrendur, sem opt er mikilsvert t. a. m.: 

16a? 2 + Sxg + g* = (4* + 9) (4*+9) = (4*+9) 2 eptir A 

x* — Sxg + 9g 2 = (x — S9) 2 eptir C 
25/V — $r 2 n 2 = (»f9 + 3rn) (bfg — 3rn) eptir D 

(* + gf- [x - gf= [(x + g) + (x - g)] [(x + g)-(x — g)\ 

= 2x . 2g = Axg eptir D. 

Her i liggur sa loerddmur : Hvenser sem menn hafa hid 4falda 
framkvsemi tveggja staerda, pa m& snua J>vf 1 mismun tveggja 
hvadrata, t. d. 

4 . 5 . 3 = 4xg, pa er 5 + 3 = 8, 5 — 3 = 2, p& og 
8 2 — 2 2 = 64 — 4. 

Setji menn nu hvadrot fyrir a: og g, og gjOri x = m 2 og 
g = n 2 , p& verdur seinasta formulan pannig: 

(m 2 + n 2 ) 2 — (m 2 — n 2 ) 2 = 4m 2 n 2 
h&r af leidir: 

(m 2 + n 2 ) 2 = (m 2 — n 2 ) 2 + 4m 2 n 2 
Setji menn sidan m 2 + n 2 = c, 2nm = a, og m 2 — n 2 = 6, 
pa verdur 

c« = a 2 + 6 2 

og kemur pad til gagns i geometriu til ad Anna alia svo nefnda 
sammaelilega r&tlhyrnda prfliyrninga (triangula rectangula ratio- 
nalia) me5 J)vf a5 setja hverjar t5lur sem vill fyrir m og n, og 
reikna svo par lit af a, b, c, en m parf a8 vera staerra en n. 
|>4 verda a, b, c hli5arnar prihyrningsins, en c verdur su, sem 
liggur andspaenis hinu retta horni. j>& verdur t. a. m. 

pa a b c 

4 3 5 
12 5 13 

8 15 17 
20 21 29 

55. Frumsagnir. 

1. Jafnar stserdir mprgfaldaflar me5 jofnum staerdum gefajofn 
framkvsemi : 
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11 = 5-f- 6 
7=3+ 4 



77 = 15 + 18 + 20 + 24 



12 = 5 + 7 

8 = 10 — 2 



96 = 50 + 70 — 10 — 14 
= 120 — 24 = 96 



15 = 14 + I 
— 6 = — 4 — 2 



— 90 = — 56 — 4 — 28 — 2 

2. 6jafnar jatandi staer5ir margfaldadar me5 jofnum jatandi 
staerdum gefa misstor framkvaemi; hid staerra framkvaemi verdur 
peim megin, sera meira var margfalda5: 

a > b 12 > 5 + 6 

m = n 7=3+4 

am> bn 84 > 15 + 18 + 20 + 24 

3. Jafnar jatandi staerdir margfaldadar me5 misjofnum jatandi 
staerdum gefa missttir framkvaemi; hid staerra verdur t>eim megin 
sem me5 meira var margfalda5: 

a = b 12 =7+5 

m> n 8 > 7 

am> bn 96 > 49 + 35. 

f>essa reglu ma aetid nota. En ad j)vf er neitandi jafnar 
staerdir snertir, J>d snyst > i <> og < f >, yfir hofud: t>etta 
merki snyst vi5 

_ 10 = — 10 

8 > 7 



— 80 < — 70 

|>egar staerdirnar skodast med merki sfnu, J)d er — 80 <C — 
70; en skodist paer ad burthugsudu merkinu (danice: med Abs- 
traction af Tegnet), pd er 80 > 70 eptir hofudreglunni. |>ess 
vegna ef menn vita, ad jdfnu staerdirnar eru neitandi, pd snua menn 
merkinu vid ; en viti menn pad ekki, J>d alfta menn paer sem +, 
og ldta hdfudregluna gilda. 
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4. Jafoar jatandi staerSir margfaldaSar me5 misjdfnum neit- 
andi snua ekki merkinu vi5, t. a. m.: 

12 = 12 

— 5 > — 6 



— GO > — 72 

Der cr — CO > — 72; |)etta IciOir af rcglunni 2 f t>essari 
grein, me5 |)vf a5 skipta urn pjorendur. 

5. Jafnar neitandi staerdir margfaldaQar med 'misjofnum neit- 
andi staerdum snua merkinu vifl, svo sem : 

— 12 = — 12 

— 5 > — 6 

■ - ■ - . . I II ■ ■ I . I I I I !■- - ~* 

60 < 72 

Her snyst merkifl vi8, ekki fyrir J)a skuld, a3 margfalda5 er 
mc5 misjofnum neitandi sta?r5um, heldur vegna J>ess a5 paer 
margfolduflu staerdir eru neitandi. |>etta leidir af 4. reglu med 
|)vi a5 abstrahera (burlhugsa) imnusmerkid fra 12; |)a hefdi 
komi5 — GOog — 72 eins og daemid par synir. Eneins og — 
72 er lengra fra heldur en — 60 er fra 0, |>a verdur eins, 
J)egar — breytist i +, 72 lengra fra heldur en 60 er fra 0, 
en stefnan verdur Inn gagnstaeOa, og t>a verSur |)a5 staerra, sem 
aflur var minna. Jatandi staerd er pvi meiri, sem hun er lengra 
fra 0, en neitandi staer5 J>vf minni, sem hun er lengra fra 0. 

6. Jafnar neitandi staerdir margfaldaSar me5 misjofnum jat- 
andi staerSum snua einnig merkinu vi5 

— 12 = — 12 

6 > 5 

— 72 < — 60 

7. Jafnar neitandi staerSir margfaldaSar me5 misjofnum staerS- 
um, ef ein feirra er jatandi, en hin neitandi, gjora sama : 

— 12 = — 12 

6 > — 5 



— 72 < 60 



12 = — 12 
5 < 6 



60 > — 72 
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f>essir tolulidir 5, 6 og 7 geta innibundizt i einni setningu. 
nefnilega: 

8. Jafnar neitandi staer5ir margfalda5ar me5 misjofnum, hvort 
sem f)aer eru jatandi eSa neitandi, e5a sin me5 hverju merki, 
snua meirleiksmerkinu vi3. 

56. Verkefni. A3 margfalda viSkendar og fleirkonar tolur 
me5 6vi3kendri. 

Urlausn. Margfalda fyrst minsta kyn me8 6vi5kendu tulunni. 
Ver5i framkva?mi3 svo stort, a5 J)a5 fylli einingu, eina e5a fleiri 
af naestha?rra kyni, [m tak af framkvaeminu svo margar einingar 
hserra kyns, sem ver3ur, og skrifa afganginn i a5alframkva?mi5, 
(e5a undir minsta kyn i margfaldanda). Margfalda siftan na?sl- 
haerra kyn l margfaldanda, og legg vi5 J)a3, sem ut kemnr, tola 
hinna hserri eininga, sem fengust ur minna kyni. t^nn'S s ^ a ^ 
aframhaida, hva5 morg sem kynin eru, a3 margfalda hvert kyn 
me3 margfaldanum, og leggja par vi5 einingar pair, sem fast ur 
hinu minna kyni. 

|>etta gjorist ljosara me5 daemi. |>ar skyldi eiga a5 margfalda 
45 rd. A U 13/3 me5 7, pa gjorist pa3 svo: 

45rd. 4?/ 13/3 (7 Her ma svo a3 or5i kve5a: 7 sinnum 

320rd. 3£ 11 /J 13 er 91, en 91/3 er 5 # (sem er80 

/3) og 1 1 /3, sem skrifast undir skild- 
ingana; en 5 U geymist. f>ar naest 7 sinnum 4 ? er 28 m^ og 
5 geymd er 33 #. far af ma taka 5 rd. sem er 30 #, ver5a 
eptir 3 #, sem skrifast undir morkin ; en 5 rd. geymast. Nii fer 
eg a5 margfalda rikisdalina, og segi 7 sinnum 5 er 35 og 5 
geymdir er 40 rd., skrifa einingastafinn undir rikisdalina; en 
geymi 4 tugi; 7 sinnum 4 er 28, og 4 geymdir er 32, sem 
skrifast fyrir framan ; ver3ur svo a5alframkva&mi5 320 rd. 3 # 
11/3. 

Sonnunin er her oldungis.eins og i (49). 

fegar framkvaemi hinna margfoldu5u kynja er st6rt, og parf 
a5 vita, hva3 margar einingar hserra kyns liggja par i, pa parfa5 
hafa til pess deilingu, en hun verOur siOar kend. j>6 mun pad, 
sem her er sagt, ver3a skiljanlegt an pess buid s6 a3 kenna 
hana. Annars geta menn i bra5 nota3 margffildun og fradragn- 
ingu, sem i rauninni er hid sama sem deilingin, p6 talnabrogd 
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sjalfrar deilingarinnaa gjori verkifi beegra. J>ad verk a5 snua laegra 
kyni I haerra, einnig haerra kyni ( lepgra, kallast kynbreyting. 

Daemi upp & pad, |>egar margfaldinn er st6r. 

Margfalda 14% 16165 3 kvintin me5 486. 

14% 16169 3 kvintin (486 Her mi segja: 3svar 6 er 18, 



7058% 12160 2 kvintin skrifa 8 annarsstadar (i hja- 

rilningu), geym 1; 3svar 8 er 
24, og Igeymdur er 25, skrifa 5, cu geym tvo; 3svar 4 er 12, 
og 2 geymdir er 14, skrifa 14; erpd komid i hjaritninguna 1458; 
fetta eru pau margf6ldu5u kvintin. Nu ganga 4 af peim i 1 165, 
svo hfcr mk aftaka 364 165, pvf 4 sinnum 364165 eru!456 kvint- 
in; ganga pd af 2 kvintin, sem skrifast undir kvintinin i adalfram- 
kvacmid. J>v( nacst margfalda eg naesta kyn 16 165 med 486, 
e5a 486 med 16 eptir stacrri toflunni, og segi: 6 sinnum 16 er 
96, skrifa i hjaritning 6, en gcymi 9, 8 sinnum 16 er 128 og 9 
geymdir erl37, skrifa 7 i hjaritning, en geymi 13; svo 4 sinn- 
um 16 er 64 og 13 geymdir er 77; skrifa pa; er svo komid i 
hjaritninguna 7776, par vi5 leggjast hin geymdu 165 364, verda 
8140 165. Nu eru 32 165, sem gjora 19, og m& her aftaka 
254%, sem eru 8128165, ganga p& af 12 165, en 254% geym- 
ast. |>au 12 165 skrifast i adalframkvaemiS. Loksins margfalda 
eg 14% med 486 e5a 486 me5 14, og segi: 6 sinnum 14 er 
84, skrifa 4 i hjaritning, geymi 8; 8 sinnum 14 er 112, og 8 
geymdir er 120, skrifa i hjaritning, en geymi 12; 4 sinnum 14 
er 56, og 12 geymdir er 68; pa er i hjaritninguna komid 6804; 
par undir ma skrifa 254 % geymd og leggja vi5, koma 7058 %, 
sem skrifast i adalframkvsemiS, svo t>ad verdur 7058% 12165 2 
kvintin. 

Her vi5 ma og hafa pa adferS a5 dreifa margfaldanum, og md 
J)a5 ske me5 morgu m6ti, svo sem: 

486 = 6 + 480 = 6 + 48 . 10 = 6 + 6 . 8 • 10. 

Her ma nefnilega fyrst margfalda med einingastafnum 6, og 
skrifa framkvaemid par af med ollum pess kynjum. Svo ma nota 
t>etta framkvaemi aptur, og margfalda pa5 med 8, pd er fenginn 
sa 48faldi multiplicands. Sidan margfaldast hann med 10, pa 
er fenginn sd 480faldi multiplicandus. Vid hann er lagdur hinn 
6faldi multiplicandus, sem d5ur er fenginn, kemur pa hinn 486 
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faldi multiplicandus, erfinnast dtti. f>essi margfdldunaradferS er 
pd svona & a5 sjA : 

14% 16165 3kvint. (6 (486^ H6r ma rgfaldast muKipK- 

87® 4165 2kvint. (3 6 candus fyrst me5 6 og 

697 4 » (1Q ^480 fegt 87 ® 4 lod 2kvintin. 

6971 8 fetta marfaldast nii me5 8 

7058 % 12160 2kvint. og faest 697% 4165, en 

pa5 strykast lit, til minnis 
urn, a5 pa5 eigi ekki a5 leggjast saman vi5 hin onnur fram- 
kvaemi. Nii margfaldast 697© 4 165 me5 10, kemur 6971% 8 
165, sem er hinn 480faldi multiplicandus; og loksins er lagt 
saman hid 480falda og hi5 6falda, en hlaupiS yfir hid yfirstryk- 
ada, sem var hid 48falda. 

Fleiri eru a5fer5ir dreifingar; svo sem a5 leysa muUiplicator 
upp i factores, en ekki addendos, eins og h6r var me5fram gjort. 
fegar pessi muUiplicator skal leysast upp i gjorendur, pa er 

486 = 2 . 9 . 9 . 3 = 9 . 9 . 6. 

j>etta si5ara er hentugast, svo gjorendurnir ver5i sem faestir, og 
nndir eins verSi haegt a5 margfalda me5 hverjum peirra. Fyrst 
margfaldast 14% 18165 3 kvintin me5 9, svo pad, sem pa fram 
kemur, me5 hinum 55rum 9, og seinast pa5, sem p& ut kemur, 
me5 6. Her er engin samlagning hinna serstoku framkvaema 
vi5hof5. Reikningurinn er p& svona a a5 lita: 

14% 16165 3kvint. (9 
130% 22165 3kvint. (9 



1176% 12165 3kvint. (6 
7058% 12165 2kvint. 



Hafa mi einnig vid asamt gjdrondunum hvort sem vill heldur 
samleggjendur e5a fr&draga; p& er t. a. m. 486 = 5.7.7. 
2 — 4. HaQ maSur pessa dreifingu, pa er reikningurinn svona 
& a5 lita : 
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14 ® 16165 3kvint. (5 (486=5 .7.7.2 — 4 



72 ® 19165 3kvint. (7 

508 ® 10165 1 kvint. (7 

3558 ® 7 165 3 kvint. (2 

7116® 15165 2 kvint. 
— 58® 3165 » = 4 (14* 16165 3 kvint.) 



7058® 12 165 2kvintin. 



Einkum cm addendi og subtrahendi handhaegir, {>egar J>eir 
eru == 1, fvi |>a parf ekki a5 margfalda me5 |>eim. f>a ma og 
lika nota upp aptur margfaldanir, sem adur eru gjor5ar. t. d. 
i sama duemi: 

486 = 485 + 1 = 5 . 97 + 1 

= 5 . (32 . 3 + 1) + 1 
= 5 . (4 . 8 . 3 + 1) + 1. 

Iler ma fyrst 5falda multiplicandus, svo 4falda pa5, sem ut- 

kemur, pa 8fa!da og 3falda; |>vi naest leggja par vi5 einfalt hi5 

5falda; £a er buid ad fullnurgja 5 . (4 . 8 . 3 + 1). Loksins 

leggur maSur bid einfalda par v ^. Reikningurinn ver5ur £a 

svo: 

14® 16165 3 kvintin (5 

72® 19165 3 kvintin (4 

(8 

(3 



290® 


15 165 


u 


2323® 


24 165 


» 


6971® 
72 


8165 
19 


3 


7043 
14 


27 
16 


3 
3 



= 5 (14® 16165 3 kvint.) 

= 1 (14® 16165 3 kvint. 
7058® 12165 2 kvintin. 

Her matti einnig gjora b&6ar seinustu samlagningarnar I einu 
(sem aeti5 er bezt a5 gjora, t>egar svo stendur a), J)annig: 

6971® 8165 
72 19 3 =5 (14® 16165 3 kvint.) 

14 16 3 = 1 (14® 16165 3 kvint.) 

7058® 12165 2 kvint. 
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Deiling (Divisio). 

57. Ordp^dingar. Deiling cr su reikningsathofn, hvar med 
rannsakad verdur, hversu opt ein tala er innifalin i annari. Su 
tala, sem pannig innifelst 1 annari, heitir deilir eda hluti (Divi- 
sor). Bin talan, sem innibindur hana, heitir deilandi (Dividen- 
dus). En su tala, sem segir, hva5 opt deilir er innifalinn i deil- 
anda, heitir kvoti eda hlutatala (Quotiens). Stundum ber pad 
til, a5 nokku5 er umfram, og heitir pad afgangur eda leifar 
(Eesiduum). fegar engar eru leifar, kallast ad Divisor gangi 
upp i Dividendus, e5a Dividendus se MuUiplum Divisors, en 
Divisor kallast pa Maelir (Mensura) eda Submidtiplum Dividends 
|>etta hid sama gildirpa eins urn kvotann og Dividendus, pegar 
engar eru leifarnar, nefnilega ad Dividendus er MuUiplum kvot- 
ans, og kvotinn maelir eda Submultiplum Dividends Ur pess- 
um leifum (pegar paer eru), gjora menn stundum brot, sem i 
rauninni ekki er annad en innfa'rsia nymyndadrar einingar, hvar 
urn sidar talad verdur. Deilingin taknast pannig a : b = c, ellegar: 

90 

— = c; eda i tolum: 20 : 5 = 4, ellegar -r- = 4. Her er 

a eda 20 Dividendus, b eda 5 Divisor, og c eda 4 Kvotiens. 
Taknanir deilingar eru pvi tvaer: onnur tvistingurinn (:), er pa 
deilandi aetid a undan, en deilir aetid a eptir; hin er toluskript 
fyrir ofan og nedan litid stryk; er pa deilandi aetid fyrir ofan, en 
deilir aetid fyrir nedan strykid. 

1. Vidbot. I deiiingu er heildin skodud i jafnstdrum pdrtum. 
Heildin er par Dividendus, i pessum daemum a eda 20; hun 
inniheldur divisor b eda 5 nokkrum sinnum; petta er hlutinn, 
sem i heildinni kemur jafn aptur og aptur. Hlutatalan er c eda 
4 og segir, hvad opt hlutinn innibindist i heildinni. Ef afgangur 
verdur, pa er hann ad sonnu (optast) ojafn hinum portunum, en 
peir haetta ekki ad vera jafnir fyrir pad, og pad var alt af til- 
gangur verksins ad skoda heildina i tilliti til hinna jofnu part- 
anna, en sa eini ojafni partur framkom eins og af tilviljun. 

2. Yidbot. Se deiling samanborin vid margfdldun, pa er: 

Productid sama sem dividendus, 
multiplicands sama sem divisor, 
og multiplicator sama sem kvotiens. 
Deilir og kvoti eru pvi Factores Dividendi, og par factores 
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geta skipzl urn, pa getur multiplicands ordid a5 hvola og multi- 
plicator ad divisor. En ekki geta menu i deilingunni eins hag- 
kvaemlega sem i margfdlduninni skipt urn factora, par annar peirra 
er ad eins kunnur, en hinn 6kunnnr, ef ekki er buid ad finna 
hann. Einnig utheimlist til fullkominna umskipta, a5 ekki s& 
afgangur, heldur a5 hann s6 gjordur ad broti. 

3. Vi5b6t. Sfc deiling samanborin vi5 fr&dragmngu, p&erhun 
sama sem fleiri fradragningar med jofniim subtrahendis, & sama 
hatt, sem margfoldunin er samlagning mod jdfnum addendis. 
Dividendus er pa sd fyrsti minuends, en divisor er subtra- 
hendus, tekinn hinn sami nokkrum sinnum, og kvotinn er su 

tala, sem scgir, hvad opt subtrahends er tekinn. f daeminu 

20 
20 : 5 = 4 efla -r- = 4 er su ftrekada fradragning 

20 — 5 — 5 — 5 — 5 = 

e3a 

20 — 5 = 15; 15 — 5 = 10; 10 — 5 = 5; 5 — 5 = 0. 

Med umskiptum a gjordndunum verdur her -r- = 5, pad er 
20 — 4 — 4 — 4 — 4 — 4 = 0. 

4. Viftbot. Eins og af kunnugri heild og hennar deild ma 
med subtraction finna pa fyllandi deild (25, 1.), eda eins og af 
summunni og hennar eina addendus mi med subtraction finna 
pann fyllandi addendus, svo m& og af producti og pess eina 
factor, med division finna hinn annan factor. Med margfold- 
unartoflunum (45, 2) ma haeglega gjdra petta vid tolurnar fyrir 
innan 20. 

58. Sambond margfoldunar og deilingar, sem umtolud era 
i (57), era framsett i pessum formulum: 

1, Product = Multiplicands X Multiplicator. 

2, Dividendus = Divisor x Kvotiens. 

3, Dividendus — Kvotiens x Divisor. 

4, Multiplicator = Product \ Multiplicands. 

5, Multiplicands = Product \ Multiplicator. 

6, Divisor = Dividendus : Kvotiens. 

7, Kvotiens = Dividends : Divisor. 
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Ef afgangur er, pd er 

8, Dividendus = Divisor x Kvotiens -f- Residuum, 

9, Dividendus == Kvotiens X Divisor -f- Residuum. 

10, Divisor = (Dividendus — Residuum) : Kvotiens. 

1 1 , Kvotiens = (Dividendus — Residuum) : Divisor. 

12, Residuum = Dividendus — Divisor x Kvotiens. 

58*. 1. Kunngjort framkvaemi deilist me 5 tdlu, pegar einn 
pess gjorandi deilist med henni, en bitt heldur ser. 

2. Tala deilist med kunngjdrdu framkvaemi, pegar hun deilist 
me5 einum pess gjoranda, og sd Jcvoti aptur med 55rum gjor- 
anda, og svo hvad af hverju, unz biiid er a5 deila med dllum 
gjorondum deilis. 
Hvorttveggja petta sannast af (58, 2), par sem stendur : 
Dividendus = Divisor x Kvotiens, J)v£ s8 pessir skoSaSir 
sem framkvaemi, pa faer hvotinn einungis pa gjdrendur dividendi, 
sem divisor ekki hefir. f>etta tdknast pannig med bdkstofum : 
abed = a X bed ef a er divisor 
abed = aft x cdf ef ab er divisor 
abed = a&c X a" ef aftc er divisor. 
H6r af sfest, ad baeSi md i einu lagi deila med fleirum gjor- 
ondum deilis, og Hka med einum og einum, unz med dll- 
um er deilt, pvf hvotinn faer einungis pd gjdrendur dividendi, 
sem divisor ekki hefir. Sama vaeri, po tolur vaeri bafdar med 
margfdldunarmerki d milli fyrir bdkstafina. 

Ad fyrri reglan i pessum tolulid gildir i dllum pessum deil- 
ingum, sest enn betur pannig: 
abed = a X bed 
ma lesast a I a er 1 sinni, pd er hvotinn 1 bed, en par coeffici- 
entinn 1 er ekki skrifadur f bdkstdfum, pa verdur hvotinn = bed. 
H6r var fyrst gjorandi dividendi deildur med divisor. Sdmu- 

leidis 

abed = (ab)cd = (ab) X cd 

ma lesast: 

(ab) i (ab) er 1 sinni, og hvotinn er = 1 cd = cd o. s. fry. 

Einnig md pannig sundra: 

abed = (ab)cd = a X 6cd. 

f>etta md pannig lesa: 

a i (aft) er 6sinnum, pd hvotinn b . cd = 6ca\ En alt af koma 

5 
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peir gjdrendur deilanda i hvotann, sera divisor ekki hefir. f>ess 
vegna tekur hvotinn ekki m6ti neinum gjdrdndum divisors. 
59. Yerkefni. A5 deila tdlu med einum tOlustaf. 

Urlausn. Byrja vinstra megin, og skrifa deili peim megin i 
boga. Sd deiiir ekki starri en fyrsti stafur deilanda, pa deil 
deilaadastafnum me5 deili, skrifa hvotann par nidur undan deil- 
andastaf fyrir nedan stryk. En s6 deiiir stserri en fyrsti deilanda- 
stafur, pi deil tveimur fyrstii deilandastdfum me5 honum, og 
skrifa hvotann undir hinn sidara deilda deilandastaf. Geym af- 
ganginn, ef nokkur er, i huganum, ellegar (ef rum er) skrifa 
hann fyrir ofan hinn sidara deilda deilandastaf. Les penna af- 
gang eins og tugastafur vaeri framan viS naestkomanda deilanda- 
staf, og deil pessum tveimur stdfum med deili, og skrifa hvot- 
ann fyrir nedan strykid rett nidur undan peim nytekna deilanda- 
staf. Verdi par afgangur, geym hann eda skrifa fyrir ofan pann 
seinast deilda deilandastaf. fannig skal halda ifram, unz allir 
stafir deilanda eru deildir. 

Daemi verdur Ijdsast hid sama, sera haft var til margfdldunar i 
(49), J)vi pa m& saman bera mardfoidun og deilingu. 
Margfdldun Deiling 

648083 (7 Deiiir 7) 4536581 Deilandi 



4536581 648083 hvoti. 

Her eru i margfolduninni ritadir fyrir ofan margfaldanda peir 
stafir, sem p4 voru geymdir i huganum, og pa5 liver peirra tipp 
yfir peim staf, sem hann atti vid ad leggjast. J>essir hinir somu 
geymdu stafir i margfolduninni verda nu einnig peir hinir somu; 
sem nti eiga a5 geymast i deilingunni. Nu ma i deilingunni 
pannig taka til orda: 7 i 45 eru 6 sinnum; 6 sinnum 7 eru 42, 
fra 45 eru 3; skrifa 6 fyrir nedan strykid undir 5, en 3 fyrir 
ofan 5. f>essir 3 voru afgangurinn. J>ar naest segi eg : 7 i 33 
er 4 sinnum, pvi 4 sinnum 7 er 28, fra 33 er 5. Skrifa 4 undir 
strykid nedan 3, en 5 fyrir ofan 3. Sidan segi eg: 7 i 56 er 8 
sinnum, pvi 7 sinnum 8 er 56; frd 56 gengur ekkert af; skrifa 
8 fyrir nedan, en ekkert fyrir ofan. J>vi naest segi eg : 7 i 5 er 
sinnum, skrifa fyrir nedan strykid, en 5 fyrir ofan. 7 i 58 
er 8 sinnum, pvi 7 sinnum 8 er 56, fra 58 er eptir 2; skrifa 
8 fyrir nedan en 2 fyrir ofan. 7 i 21 er 3svar, gengur ekkert 
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af; skrifa 3 fyrir nedan. Er svo kominn kvotinn 648083, sem 
adur var multiplicandus. 

-Kvotastafurinn a ad takast svo st6r, a5 afgangurinn aldrei 
ver5i jafnstor deilinum eda staerri en hann. 

Xt?otastafurinn ma fd ekki takast svostdr, ad hann, margfald- 
adur me5 deili, verdi ekki dreginn frd deilanda. 
Sdnnun: 7 i 4536581 er 600000 sinnum 

t>vt 42000 00 = : 7 X 600000 

7 i afganginum 336581 er 40000 sinnum 

fvf 280000 = i 7 x 40000 

7 i afganginum 56581 er 8000 sinnum 

fvi 56000 = j 7 x 8000 

581 
7 i afganginum 581 er 80 sinnum 

fvf 560 = : 7 X 80 

7 i afganginum 21 er 3 sinnum 

t> vi 21 = 7x3 

648083 sinnum alls. 
j>annig eru fa allir partar dividendmar deildir. 
Hann er 
7) 4536581 = 4200000 + 280000 + 56000 + 560 + 21 



648083 = 600000 + 40000 + 8000 +80+3. 

Se nu t>essi kvoti aptur margfalda5ur med deilinum 7 eptir 
(50), far hann er polynomium, fa framkemur aptur dividendus. 

Reglurnar, sem nylega voru gefnar urn fad, hvad stor kvota- 
stafurinn aetti a5 takast, eru eigiulega til haegdar; en tifravikjan- 
legar eru f aer ekki. S6 ftuotastafurinn tekinn of st6r, verdur af- 
gangurinn negatif, og sa kvotaUfiur, sem kemnr ur honum sam- 
einudum vi5 naestkomanda positif deilandastaf, ver8ur einnign^a- 
tif. Se fcvotastafurinn tekinn of li till 9 f4 verdur naesti kvota- 
stafur aptur tugum staerri. Allt jafnar sig & endanum. 

Vilji eg i f essu sama dsemi bregda fvi fyrir mig ad hafa 
fcvotostafinn of stdran, fa verdur fad svo: 

-«-* Segi eg mi: 7 i 45 er 7 sinnum; fa er 7 sinnum 7 

7) 4536581 = 49, fvi 45 = — 4, fa verd.eg ad lata fad vera 

752083 — 40 og taka fad saman vid deilandastafmn + 3, 

sem kemur, hefi eg f 4 — 40 + 3 = — 37 ad deify 

naest. 7 1 — 37 er — 5, fad skrifa eg sem 5 i kvotann, fa I 

5* 
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siniium 7 er — 35, frit — 37 cr — 2; [)ann afgang skrifa eg 

sem — 2 efta 5 fyrir ofan. j>etta verft eg aS lata vera — 20; 

befi eg t>& — 20 + 6 = — 14; 7 I — 14 er — 2; skrifa * 

ikvdtann. a sinnum 7 er = — 14, frd — 14 er 0. Nfi kemst 

eg inn & alfaraveginn aptur, en hefi fengift tvo negatifa stall i 

kv6tann 5 og 2. Til aft koma feessu i lag, verft eg aft sundra 

tOluna svona: 

700083 

— 50000 

— 2000 



648083 
Af pessu er auftsaett, aft betra hefdi mer verift, aft fara ekki 
ut af venjulegu g&tunni, en aft komast I feetta slangur. 

Su hOfuftregla, sem geGn var i |>essum tolulift (59), ma og vel 

vifthafast vift alia deila fyrir innan 20, ef notuft er stacrri margfold- 

unartaflan. Til samanburftar raargfdldunar og deilingar er her i 

fessu tilliti sett her deemi upp & roargfoldun og deiling meft 14. 

Margfoldun Deiling 

10 5 8 11 10 5 8 11 

57358 (14 14) 80301 2 



803012 57358 

Vift raargfoldunina mi svo taka til orfta: 8 sinnum 14 er 112, 
skrifa 2 undir 8, en 11 geymda yfir naesta staf 5; 5 sinnum 14 
er 70, og 11 geymdir er 81 ; skrifa 1 undir 5, en 8 geymda 
yflr noesta staf 3; 3svar 14 er 42, og 8 er 50; skrifa 0, en 
geym 5 efta set t>4 yfir 7; 7 sinnum 14 er 98, og 5 er 103, 
skrifa 3, en geym 10; 5 sinnum 14 er 70, og 10 geymdir er 
80, skrifa 80. 

Vift deilinguna m& svo taka til orfta: 14 i 80 er 5 sinnum; 
J)vi 5 sinnum 14 er 70, fra 80 ganga af 10; skrifa 5 undir 0, 
en 10 yQr 0, efta geym i huga. 14 i 103 er 7 sinnum; J>vf 7 
sinnum 14 er 98; fra 103 er 5, set 7 undir 3, en 5 yfir 3, efta 
geym i huga. 14 i 50 er 3svar, J>vi 3svar 14 er 42, fr& 50 er 
8; set 3 undir 0, en 8 yflr 0; 14 i 81 er 5 sinnum, skrifa 5 
fyrir neftan 1, en 11 fyrir ofan. 14 i 112 er8 sinnum, skrifa 8. 

t>a5 er stundum 6hentugt aft skrifa fessar tdlur fyrir ofan; 
og fcess vegna er ])aft bezt aft temja sfcr aft geyma t>©r f hug- 
anum. 
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CO. Verkefni. A5 deila meS staerri tdliim en 20. 

Urlausn. £ad er flestra vcnja a5 rita deili vinstra megin vtd 
deilanda, en hvotann baegra megin f boga. Nu er pad optast 
meiri vandi a5 finna hinn rttta hvotasUf, heldur en medan deilir- 
inn var fyrir innan 20, vegna [jess hinir eptirfylgjandi staflr deilis 
gjora pad ad verkum, a9 hinn fyrsti raedur ekki kvdtastafnum al- 
veg einsamall, heldur verdur hann nu opt nokkud minni. 

J>egar biiid er a5 rita deili og deilanda, skal afmarka af 
deilanda svo marga stafl, ad einn kvdtastafur f&ist par ur. fessir 
stafir heita S6rdeilandf, afpvf peim er deilt i einu eda serf lagi. 
Sfordeilandi verfiur ad hafa f s£r jafnmarga stafl sem deilir, en 
sd fyrsti stafar deilis staerri en fyrsti stafur deilanda, ellegar fyrstu 
stafir deilis staerri en hinir tilsvarandi i deilanda, pi verdur s&r- 
deilandi ad ft einura staf fleiri en ( deili eru. Me5 margfdldun- 
artoflunum ma nu finna, hvad opt fyrsti stafur deilis er innifalinn 
i fyrsta eda fyrstu stofum serdeilanda ; su tala er hid haesta tak- 
mark kvtitastafsins, og m& kvtitastafurinn aldrei vera meiri en 9. 
S& nu fyrsti stafur deilis aukinn um 1, og med peim aukna staf 
sidan deildur fyrsti eda fyrstu stafir sferdeilanda, p& feest laegsta 
takmark kvdtastafsins. A milium pessara takmarka skal nu fara 
pannig, a5 pvi naer sd gengid laegra takmarkinu, sem naesti stafur 
deilis er staerri, og eins pvf naer hinu haerra, sem hann er minni. 
t>6 er betra ad ft kvdtastafinn heldur of stdran en of lftinn, og 
reyna hann heldur med margfdldun deilisins framan fra, pad er 
a& skilja frd vinstri hendi, og draga jafnott frd stdfunum i ser- 
deilanda. Ycrdi frddregid allsstadar, pd er kvdtastafurinn ekki 
of stor. 

j>egar biiid er ad finna kvdtastafinn, skal skrifa hann ( kcot- 
ann; margfalda sidan deili mcd honum, og byrjapa haegra meg- 
in, skrifa svo framkvaemid staf eptir slaf undir serdeilanda ; draga 
sidan alt framkvaemid fra serdeilanda, og skrifa afganginn fyrir 
nedan stryk. 

f>essu naest skal taka naesta staf deilanda, sem nu er dtekinn, 
og faera hann nidur til afgangsins af t>eim deilda serdeilanda; 
er pd kominn par hinn annar serdeilandi, og skal fara med hann 
eins og hinn fyrra. f>annig skal dframhalda, unz OUu er deilt. 

Daemi. Deila skal 2005584 med 251. 
254) 2005584 ( Ittr em 3 staflr i deili, en par 25 i deili er 
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meira en 20 I deilanda, pd ver5ur aS taka 4 staff i serdeilanda; 
set eg pd punkt fyrir ofan 5, svo sirdeilandi* er 2005. f>vi naest 
fer eg a9 Anna fyrsta kvdtastafinn pannig: 2 f 20 er 10 sinnum, 
en kv6tastafurinn md aldrei vera raeiri en 9. Eg eyk fyrsta staf 
deilisum 1, og 3 f 20 er 6 sinnum. [>& s&st, aft kv6tastafurinn 
verflnr aft vera mill! 10 og 6. f>etta leiftir af pvf, aft pegar eg 
svona eyk deilisstaflnn 2 um 1, pd fc) 6r * e 8 r ^ fyrir, aft deil- 
irion sd 300 f staftinn fyrir 254. Eg set, aft kvtitastafurinn se 
8, (mitt d milli 10 og 6, par 250 liggur her um mitt d milli 
200 og 300), og segi: 8 sinnum 2 er 16, frd 20 er 4. |>essa 
4 fmynda eg m6r framan vift paft (hift siftara), er pd kemur 
naest i dividendus. f>a: 8 sinnum 5 er 40, frd 40 i dividendus, 
er ekkert afgangs. Er pd ekki meira eptir af s&rdeiianda en 5. 
j>& 8 sinnum 4 er 32, frd 5 i s&rdeilanda verfinr ekki dregid. 
f>4 er 8 of st6r kvtitastafur. Eg tek pd 7 fyrir kvotastaf, og 
margfalda deilinn meft honum framan frd: 7 sinnum 2 er 14, 
frd 20 er eptir 6; pa kemur naest 60; 7 sinnum 5 er 35, fra 
60 verfta tveir staflr afgangs, og pd er aetift kvdtastafurinn ekki 
of st6r. Hann er heldur ekki of li till, par sd naesti fyrir ofan 
hann var of st6r. Hann er pd sa relti. J>ess vegna skrifa eg 
hann f kvdtann og margfalda deilinn meft honum, og segi: 7 
254) 2005584 (7 sinnum 4 er 28, skrifa 7 undir 5 i 

1778. s&rdeilanda, geymi 2; 7 sinnum 5 er 

2275 35, og 2 er 37, skrifa 7, en geymi 3. 

7 sinnum 2 er 14, og 3 er 17, skrifa 
17. Er pa koinift framkvaemift 1778; paft dreg eg fra 2005, 
verftur eptir 227, sem er og d aft vera minna en deilirinn. f>vf 
naest faeri eg ofan til afgangsins naesta staf deilanda 5, verftur 
pd a tin a r s&rdeilandi 2275. Til aft dkvarfta kvotastaf par ur, 
segi eg: 2 i 22 er 11 sinnum; 3 f 22 er 7 sinnum. Eg reyni 
kv6tastaflnn 9, og segi: 9 sinnum 2 er 18, fra 22 er 4, pa er 
naest 47, 9 sinnum 5 er 45, frd 47 er 2; pa naest 25; 9 sinn- 
um 4 er 36, frd 25 verftur ekki dregift. 9 er pd of stor kvota- 
stafur. f>d reyni eg 8, og segi: 8 sinnum 2 er 16, frd 22 er 
6; pa er naest 67, 8 sinnum 5 er 40, frd 67 er mikift eptir, 
(tveir stafir), kvotastafurinn er 8. 
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254) 2005584 (78 
1778.. 
2275. 
2032. 



2438 

254) 2005584 (789 

1778 .. 

2275. 

2032. 



2438 
2286 



152 

254) 2005584 (7896 

1778... 

2275 . . 

J2032 . . 

2438." 

2286 . 

1524 

1524 



Nu margfalda eg deilinn me9 8, og 
skrifa undir s&rdeilanda 2275, dregfrd 
og fa) afgang 243; |>4 faeri eg nidur 
8, svo sferdeilandi verSur 2438. Til 
a5 finna nyjan kvdtastaf, segi eg 2 i 
24 er 12 sinnum, og 3 f 24 er 8 sinn- 
um. Kv6tastafur sjalfsagt 9. Til a5 
reyna hann segi eg: 9 sinnum 2 er 
18, fra 24 er 6, J)d er nsest 63; 9 
sinnum 5 er 45; frd 63 eru tveirstafir. 
Skrifa eg 9 i kvdtann, margfalda deili 
t>ar me5, kemur 2286, sem dregi5 fra 
2438 gefur 152 f afgang. J>anga5 niSur 
faerist seinasti stafur deilanda 4, verSur 
serdeilandi 1524. Til a8 finna kvdta- 
staf J>ar ur, segi eg : 2 i 1 5 er 7 sinn- 
um, og 3 i 15 er 5 sinnum. Kvdta- 
stafur mitt & milli 7 og 5 er 6. 6 
sinnum 254 er 1524, sem dregid frd 
1524 gefur engan afgang. 




fannig rita menn optast nser deilinguna. Samt eiga h&r i 011- 
ura subtrahendunum a5 undirskiljast svo mdrg 0, sem stafir eru 
eptir f deilanda, og sOmuleidis vaeri rttt ad feera nidur til allra 
leifanna alia J)& stafl, sem eptir eru i deilanda. j>etta sestbezt 
a eptirfylgjandi s5nnun: 

Deilandi = 2005584 

254 X 7000 = 1778000 

Afgangur e5a leifar = 227584 

254 X 800 = 203200 

leifar = 24384" 

254 x 90 = 22860 

leifar = 1524* 

254 x 6_ == 1524 

Kv6ti = 7896. Leifar = 
fannig eru pa allir partar deilanda deildir; hann er: 
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geBfeekkni, ellegar skrifaS aptan viS kv6tann brot */e, nefnilega: 
afganginn fyrir ofan strykifl, en deilinn fyrir neSan; og er t>a5 
t>& lesid : fj6rir ntundu partar. MaBtir bp sir til, nefnilega, nyja 
einingu, sem heitir Nfundi partur (t)afi er a5 skilja ur tdlunnar 
einingu), er |>& hver eining tulunnar deild f 9 jafnst6ra parla, 
eins og lifer befdi 5ta9i0 : 

9) 19037623 = 19037619 +1 + 1 + 1+1 

2115291 4 /9 = 2115291 + Vs + V» + Vs + V» 

Eins er f seinna dacminu: 
723 )99548430 =99548424+ 1+1+1+1+1+1 

137688 6 /723= 1 37688+ V7.3+V7»+V7»+V723+V72 3 +Vt» 
H6r var afgangurinn 6, en brotid 6 /723 eSa 6 sjohundrufl tutt- 
ngustu og t>ri3ju partar. Sumt i fcessum articula verOur lj6sara 
af eptirfylgjandi thcoremi. 

61. p. Theorema. Pohjnomium deilist me5 t6lu, Jiegar 
sferhver {)ess lidur deilist med benni. 

SOnnun : 

M = a + b + c + d + e 
n n 

= a + 6 + c + d + e 
n n n n n 

J>vi nJtf na nb . nc nd ne 

n nnnnn 

M=a + b + c + d + e (58,6) 

62. fegar er aptan vi5 divisor, [)a ma skera }>au aptan 
af, hvad morg sem eru, og J)4 eins marga stafi aptan af di'iri- 
dendus. En ver5i afgangur f dividend w, fegar komi5 er aBaf- 
skurdarstrykinu, f)d skrifast sa afgangur asamt hinum afskornu 
stoftim i brot fyrir ofan stryk, en allur deilirinn undir, t. d. 

789456 : 6000 

6J000) 789|456 Her er |>& einungis deilt me5 6, en 

131 8466 /6ooo a5 68ru leyti aBfarid eins og nu var 

sagt. 
fegar eru baedi aptan vid deili og deilanda, [>a ma skera 
jafnmorg aptan af bA5um, t. d. 
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8775717849152 : 89061032 



l| 89061032 


2\ 178122064 


3 267183096 


4 356244128 


5 445305160 


6| 534366192 


7| 623427224 


8 712488256 


9| 801549288 



89061032) 8775717849152 (98536 
801549288... 



760224969 . . 
712488256.. 



477367131. 
445305160. 



320619715 

267183096 

534366192 

534366192 



f tofiunni ma profa hid 3falda med J>vi ad leggja saman hid 
lfalda og 2falda, hid 4falda med J)vi ad 2falda hid 2falda; eins 
hid 5falda = (3 + 2)falt; hid 6falda = (3.2)falt; hid 7falda = 
(3 + 4) f.; hid 8falda = (2.4) f., og hid 9falda = (3 . 3) 
f.; og allsstadar med einhverri addition. Her {mrf J>a ein- 
ungis ad leita upp i tofiunni tolur feaer, sem jafnar eru eda 
neestminni en serdeilandi, og skrifa faer undir hann, og draga 
fra; en skrifa i kvdtann urn leid tolustaf pann, sem stendur ut 
undan hinni teknu tola f tofiunni. 

61. Psemi upp a fad J>egar afgangur verdur: 



114 2 8 14 

9) 19037623 
2115291 



723) 99548430 (137688 
723.... 



2724.. 
2169.. 



5558. 
5061. 



4974. 
4338. 



6363 

5784 

5790 

5784 

6 



i fyrra daeminu er afgangurinn 4, getur madur J>& annadhvort 
skilid svona vid, og skrifad ekkert brot, en notad afganginn eptir 
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sama bokstafs, t>annig aft visar {>eirra velda fari annaOhvorl vax- 
andi eOa minkandi. 

2. Deil fyrsta liO deilanda meO fyrsta HO deilis, og skrifa feaS, 
sem ut kemur, i kvdtann. J>aO verOur fyrsti liOur kvdtans. 

3. MeO fyrs*a 110 kvdtans margfalda allan deilinn, og sknfa 
undir deilanda J)a5 sem ut kemur. 

4. J>aO sem ut kom, skal draga fr& deilanda, og skrifa af- 
ganginn fyrir fyrir neOan stryk, isamt OUum feeim liOum deilanda, 
sem 6deildir em. 

5. f>vf nsest skal meO fyrsta liO deilis deila einum liO af J>eim, 
sem standa fyrir neOan strykiO, skrifa I kvdtann , margfalda far 
meO allan dcilinn, og draga fr& eins og AOur. 

6. f>annig raeflur aetfO fyrsti liOur deilis kvdtaliOunum ; en roeS 
kvtftaliflunum margfaldast allur deilirinn, t. d. 

3a — b) 15a 8 — 14a 2 6 + 24a& 2 — 76 8 (5a 2 — 3a6 + ™ 2 
1 5a 3 — 5a 2 6 



— 9a*6 + 24a6 2 — 


76 8 


— 9a*b + Zab* 




+ - 




+ 21ab 2 — 76 5 




+ 2la&« — 76 8 




- + 







Fyrsti liOur deilis raeflur her kvotunum, J>v£ 15a 3 : 3a = 5a ! . 
MeO 5a 2 margfaldast allur deilirinn, ]>annig: (3a — b) 5a 2 == 15a s 
— 5a 2 6. . fetta product dregst frd deilanda, og merkin breytast. 
I>d verOur afgangurinn — 9a 2 6 + 24a6 2 — lb 9 . Nu er apt- 
ur deilt meO fyrsta lift deilis 3a, sem raBnr aptur kvdtamim, 
nefnilega — 9a 2 6 : 3a = — Zab. MeO !>essum kv6ta marg- 
faldast allur deilirinn : 3a — b x — Zab = — 9a 2 6 + 3a* 2 
sem dregiO frd afgangi deilanda gefur nyjan afgang 21 aft 2 — 76 8 . 
Loksins er eins deilt 21 aft 2 : 3a = 76 2 , sem verOur seinasti 
kv6tali0ur. Seinast margfaldast (3a — b). lb 2 = 21a& 2 -W 3 
og dregst t>aO frd naesta afgangi deilanda, verOur ekkert eptir. 

Sdnnun urlausnarinnar. 

t>ar deilir og kvdti eru gjorendur deilanda, j>& a frarakvaemi 
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Jeirra a5 vera = deilanda, {>egar enginn afgangur er (58, 3). En 
J)ar deilir og kvdti eru polynomia, pa & s4 eini ]>eirra allur, hfcr 
deilir, ad margfaldast me5 sfcrhverjum 115 bins annars (her kv6t- 
ans), og partialproductin leggjast saman (53,2). fannig er fa i 
i fessu daemi : 

(3a — b) X 5a 2 = 15a 3 — 5a 2 6 

(3a — b)X — 3a6== — 9a 2 6 + Sa6 2 

(3tf— 6)X 76 2 = 21a6 2 — 76 3 



Product = 1 5a 3 — 1 4a 2 6 + 24a6 2 — 76 3 = dividends. 

AS t>etta s6 oldiingis sama sem margfoldun deilis mefl kvot- 
anum, sest af j>essari margfoldun: 

3a — b 

5a 2 — 3a6 + 76 2 

15a 3 — 5a 2 6 

— 9a 2 6 + 3a6 2 

+ 2!a6 2 — 76 3 



15a 3 — 14a 2 6 + 24a& 2 — 76 3 . 

Daemi, sem ver hofum haft i margfolduninni (54). 

a + b) a 8 + 3a 2 6 + 3a6 2 + 6 3 (a 2 + 2a6 + 6 2 



a 8 


+ 


a 2 6 








2o 2 6 + 3ab 2 + 6 s 
2o*6 + 2ab* 






» 


ab 2 + 6 8 
ab + 6 3 





Daemi me5 titilteknum exponentum, sem einnig var i marg- 
folduninni (54), stendur i deilingu Jmnnig: 
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x — a) x° — o n (a** 1 + ax " 9 + afx"' 3 -f a 8 *" 1 -* -f a«x n - s 

+ o^'x+a 11 - 1 



x n — ax"" 1 



- + 




ax n " 1 


— o n 


ox " 1 


— o 8 x n - 2 





+ 


a 2 * 11 " 2 


-o n 


^n-a 


_ 083.11-3 


— 


+ 


a 3 z n - 3 


— a n 


o 3 a? n - 3 


— o*x n -* 


— 


+ 


a«x n - 4 


-o 11 


a«x n " 4 


+ o 6 x n " 5 





— 



Nu getum ver stokkiS J>anga5, sem afgangurinn hefir # 2 , og 
ver5ur |>ar a5 vera a 11 " 2 , J>vf summa exponentanna vid a og x 
a a5 vera = n, svo afgangurinn verSur 

an-2^2 _ ^-1^ 

- + 



*-l* — n n 



a 



a n -*x — a u 



+ 




t>essi deiling teiknast stuttlega pannig: 

gn ~ ^ = x n ' 1 + ax*-* + a** 11 ' 3 + a 8 * 11 " 4 h a 11 " 2 * +<* n " 1 

a? — a 

• • • • A 

f>essi formula kemur opt til gagns. S6 nil exponentinn n 
j6fn tala, svo sem 2, 4, 6, 8 0. s. frv., pi m& ut af formula 

feessari fd kvdtann — — — mefl J)vf a5 breyta a i — a, Jwf 

X "1"* ^* 

t>& ver8ur deilirinn x — ( — a) = x + a, og deilandi a? n — ( — a) n . 
f>etta kemur af J>vf, a5 lik raerki f margfoldun gefa +, en olik 
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merki — , (537. S6 fevf n == 2, fed er (— a) 2 = (— a) (— a) 
= + a 2 ,oga n — (— a) n = x n — o n . Se n = 4, fed er (— a) 4 
= (— a) (— a) (— a) (— a) = + a 4 og x n — (— aj 4 = x n 
— a 4 o. s. frv. J>d ver5ur i kvotanura si annar, 4., 6., 8. H5- 
ur rae5 merkinu — , og eins sd seinasti, fevf n — 1 er 6jofn tala, 
feegar n er jofn tala. Til feess a5 feetta ver5i ljosara, viljura ver 
deila x 6 — a 6 me5 x + a, feannig: 

# + a) a; 6 — a 6 (a; 5 — ax 4 + a 2 * 3 — a 3 x 2 + a 4 * — a 5 
# 6 + a# 5 



— 


ax 5 — a 6 


— 


ax 5 — a 2 # 4 


+ 


+ 




a 2 x 4 — a 6 




a 2 x* + a 3 # 3 





— 


— 


a 3 # 3 — a 6 


— 


a 3 # 3 — o 4 a; 2 


+ 


+ 




a 4 x 2 — a 6 




a 4 a: 2 + a 5 x 


— 


— 


— 


a 6 x — a 6 


— 


a b x — a 6 


+ 


+ 





Me5 likum haetti ma finna kvotann — -J- — ef n er ojofn 

a? + a J 

tala, svo sem 3, 5, 7, 9 o. s. frv., med pvf a5 sniia a i — a; 
fevi deilirinn x — a breytist fed i x — (— a) = x + a, og 
deilandi f x n — (— a) n , semef n er ojdfn tala, ver5ur x n + a n 9 
M fed er (— a) n = — o n , og x 11 — (— a) n = x* — (— a n ) 

Til a5 syoa feetta Ijtfsar, deilum v6r x 1 + a 7 me5 a? + a, 
feannig : 
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a . + a ) x 1 + a 7 (x« — ax 6 + a*x* — aV + a 4 * 2 — a h x + o 6 
x 7 + a# e 



— ax 6 


+ 


a 7 


— a* 6 


— 


a** 8 


+ 


+ 




a*a? 8 


+ 


a' 


0^ + 


a*x* 


— a 8 * 4 


+ 


a> 


— a 8 * 4 


^^^^^ 


a*x* 


+ 


+ 




a*x* 


+ 


a 1 


a*x 9 


+ 


a 6 x* 


— 


— 




— a B ar 2 


+ 


a 1 


— a 6 tf* 


— 


a 9 x 


+ 


+ 




a 6 x 


+ 


a' 


a 6 # 


+ 


a 7 


— 


— 






Menn geta innibundifl pessar tvaer deilingar ( einni forrmdu, 
lfkri a5al-/brmu/unn», [>annig : 

^"f ^ = a^ 1 — °* n " a + a 2 *"" 3 — a 8 x n "* + a 4 * " 5 
x + a 

— a 5 *"- 6 + a 6 *"" 7 • • • • ±o n - 2 * q= o"- 1 

• • • • 2> . 

En ^ar sem h4r standa tv5 merki + e5a Ht, eiga efri merkin 
ad lesast, feegar n er jOfn tala, en hin ne5ri, feegar n er ojofn 
tala. 

65. i b6kstafareikningi framkoma opt brot i deilingu eins 
og i talnareikningi, J>egar afgangur verflur af deilanda, eda ekki 
gengur upp ; er fa eins adfarid, nefnilega afgangurinn er skrifai- 
ur fyrlr ofan stryk, en deilirinn undir. Daemi far upp a getur veriS 



x n — a n 



i formulunni B, ef n er 6j6fn tala og deila skal : , ellegar 

x -f- a 

o^ + a 11 
efn er j6fntala og deila skal — ^— . Setjumn=5 og deilum: 
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2a 6 

x -4- a) x 5 — a 5 (x* — ax* + o 2 # 2 — a 3 # + a 4 H ; — 

' a? + a 

a? 5 + a# 4 



— ax 4 — a 5 

— a #4 — a 2 # 3 

+ + 

a 2 # 3 + a 3 a; 2 



— a B x* — a 6 

— a 3 # 2 — a 4 a? 
+ + 

a*x — a 5 
a 4 a? + a 6 



— 2a 5 
Setjum n = 6 og deilum 



* + ° 2a« 



a: + a) a? 6 + o 6 (a; 5 — ax 4 + a*x* — a 3 * 2 + a A x — a 5 +^r^ 
x 6 + aa: 6 



— aa? 5 

— ax 6 
+ 


+ a 6 
— a 2 x A 

+ 


a 2 a? 4 
a 2 a? 4 


+ a 6 
+ a 3 ^ 


— a 3 x 3 

— a s x* 
+ 


+ o 8 
— a A x 2 

+ 


a*x* 
a*x 2 


+ a 8 
+ a b x 


— a 5 x 

— a b x 

+ 


+ a 6 
— a 6 

+ 



2a ft 
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ViObot. x — a gengur setfO upp i x n — a n , hvo5a tala sem 
n en far & mdti gengur x + a upp f a? n — a 11 einuugis ef « 
cr jMn tola, og upp I x n + a*, cf n er djOfn tala. 



66. Enn nokkur daemi. 

;* 

1 — 2*4- *») 1— (n+1) *» + nx^ 1 (1+2* + 3x«+^ 

1— 2* + a>* rw n_1 

- + - 

2a; — x* — (n + 1) x n + »»* n+l 
2* — Ax* + 2a* 

- + - 



3** — 2x 8 — (n 


+ 1) a;" + nx n+l 


3a; 8 — 6* 8 + 


Zx* 


- + - 




4x 8 — Zx*— (n 


+ 1) ar" + n*^ 1 


4«8 _ 8*« + 


4a: 8 


- + - 




5a; 4 — Ax* — (n 


+ 1) * n + n* n + l 


5x*— 10ar 6 + 


5x* 


— + — 




6a; 5 — 5* e — (n 


+ 1) x n + nx n + l 


6* B — 1 2x 6 + 


6a: 7 


- + - 




7a: 8 — 6* 7 — (n 


+ 1) x" + rwe^ 1 


7a? 8 — lAx 7 + 


7a; 8 


— + — 




8x1 _ 7a . 8 _ ( n 


+ 1) ar n + na^-H 


8* 7 — 16a*+ 


8a: 9 


- + - 
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H&r i md Anna stoSugt ldgmdl e9a reglu, nefnilega ef kv6ta- 
lidarins saeti teiknast me5 m, J)d ver5ur kvtitalidurinn sjdlfur 
tnx m ~~ 1 i og sd afgangur, sem pessi kvdtaliSur faest lir, verflur: 



mx — (m — 1) x m — (n + I) x n + na; n + l 



.m-1 



Produht kvotaliOar og deilis, sem fear undir ritast 

mx m - 1 — 2mx m + rwa? m + 1 
- + - 

J>annig md alt af aframhalda, ellegar stOkkva svo langt sem 
vill, pangafl til loksins a5 Jm' kemur, a5 ver5ur m = n, pd ft 
baOir miSlidirnir i afgangiaum sama exponent, hlaupa peir pd 
samani einn Ii5 — 2na? n (frar peir eru samkynja (21)), svo bacSi 
afgangurinn og sd me5 kvotalidnum margfaldadi deilir fa |)essa 
asynd : 

nx*- 1 — 2nx n + nx n + l 

nx*" 1 — 2nx n + nx u + l 

- + ~ 

• ■ i - 


f>etta daemi ma styttra skrifa pannig : 

1 — (n+1) x 11 + nx*+ l 4 , a , 9 2 . , 3 , n . 

i_J — '- J — =1 -f- 2a; + 3a; 2 + 4 a; 3 \- nx n l 

1 — 2x + x 2 

ellegar {mnnig: 
S-^+Vf + ^+^ t + 2g + 8 i» + 4^.. .. + »*-* 

|>ess hattar potynomia, sem fylgja vissri reglu e5a logmali, 
eins og her er haegra mcgin vi5 jafna5armerki'8, kallast smes, 
(raSir, talnara5ir, e5a toluhlaup). |>aer eru margs hattar og 6- 
teljandi i tolvisinni. Her ma x merkja hva5a tolu sem vill; 
stendur pa aeti5 heima, a5 jafnt sh haegra megin og vinstra. Ma 
opt summera langar raSir an pess a5 leggja \)&r samanliS eptir 
lid, einungis me5 J)vi a& gseta a5 staerSinni vinstra megin og reikna 
hana ut f tolu. En h&r er 6|)aegilegt a5 lata roSina vera mjog 
langa, ef x er nokku5 st6r tala, t>vf hin hau veldi verSa fa 6- 
vi5ra5anleg. Sb samt x jafnt einhverju broti, pd mi gj5ra r65- 
ina endalausa. Se par d m6t x = 1 e5a staerri tolu, pd md 
ekki gjora hana endalausa, en endanleg ma bun vera, me5 pvi 

6* 
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mdti stendur hun heima en annars ekki. Cm par endalausu 
raSir ($erie$ infinite) verSnr afOar talaS. Eg vil reyna afl summ- 
era 30 lifii af [ressari og l&ta x vera = 2. f>a verSur aft hefja 
2 upp i 29., 30. og 31. veldi. J»a5 m& gjOra pannig: 2 B = 
2 . 2 . 2 . 2 . 2 = 32; 2 10 = (2V = 32* = 1024; 2 30 = 
( 2 iO)8 = 1073741824; helmingurinn |>ar af 2 80 : 2 = 2" = 
2 3o-i — 536870912; og 2 31 = 2 80 + x = 2 30 . 2 = 1073741824. 
2 = 2147483648. 

t>essvegnaver5url — (n+l)x n + nx n ~T~ l 



= 31138512897. 



(I - 2) 2 
1 — 31 . 1073741824 + 30 . 2147483648 

(— I) 2 
1 — 33285996544 + 64424509440 

1 

f»essi tala verSur J)v( summa allra 30 liSanna |>essarar toluraSar 
1 + 2x + 3*» + 4x 8 + 5x 4 • • • • 30x 29 = 1 + 4 + 12 + 
32 + 80 + 192 ..•• + 16106127360. 

67. Lfk ^essari ta1nar65 er hin eptirfylgjandi : 
1 " (n+D(n+2> xl> + n(n + 2) xB+l -n(n+D /+a 
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(1 — x) 
= 1 + 3* + 6x* + 10x 8 + w(n+l) „-i 

T~ x 

t>ar sem n ma vera serhver positif heil tala. Hun verSnr einnig 
lidafj&ldinn i kvdtanum eSa talnaroSinni. Setjum til daemis n= 
8, £4 er 

1 ~ 9 2 ^ X * + 8 ' 10 * 9 ~-f^ *" 

j _ Zx + Zxt _ ^ = 14-3* + 6r 

+ 10a- 8 + 15a;* + 21a; 6 + 28x s + 36a; 7 ellegar 

1 — ibx 8 + 80x 9 — 36x 10 . , „ ,„,,,«,. 

1 , ^ + ^g nzy = 1 + 3x + 6x* + 10*» + 

15** + 21 a; 8 + 28x 6 + 36a; 7 . 

A5 deilirinn (1 — a;) 8 s§sama sem deilirinn 1 — $x -{- Zx* — 
x 8 , ma sja af (54. B), ellegar pannig : 
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1 — a? 

1 — X 
1 — X 

— X + %* 

1 — 2a? + x 2 = (1— a?) 2 efla hvadratid af (1— a?) 
1 — a? 

1 — 2a? + * 2 

— x + 2a? 2 — a? 8 
I — 3a? + 3a? 2 — x 3 = (1 — a?) 8 e8a ctc&ws (teningur) af 1 — a\ 

Til t>ess nii a5 sji, hvernig 16gmali5 kv6tali5anna ;T ; a? n l 

fundiS verdur, sem einnig kallast terminus generate seriei {si 
almenni lidur radarinnar), |>a viljum v&r deila J>essu btikstafa- 
daemi. V6r hofum somu a5fer5 sem i daerainu (66). En vegna 
rumleysis skrifast h6r kvotinn fyrir ofan deilanda, fyrir ofan stryk, 
og t>ar fyrir ofan saetistolur lidanna, sem kallast n. 
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SstislOIurnar n era hfcr Mka skrifaSar vinstramegin vi5 reikn- 
faginn, hver ( sfou saeUutundanafganginum, og l>eim me5 kv6ti- 
liftnura margfaldada deili, svo sj& megi hvort uppgengur ellegar 
ekki. Her gengur upp hvensr sem till, og maBur getur latid 
kvtilann eBa tdlar05ina bxtta epiir svo marga H5i sem honum 
t>6knast, t. a. m. eptir 10 Ii9i. Setur baon |»an= 10 f feeim 
afgangi, |>ar sem saetislalan n = 10 slendur ut undan. j>4 faer 
afgangurinn t>etta yfirbragS 

55o: 9 --99a: 1 M-45x 11 — «0+D(tO-f2), r* -HO. 120:" — 10JJ jr« 

2 2 

efta 

55a: 9 — 99x 10 + 45* 11 — J2jJ2 x 10 + 10 . 12a- 11 — 10.11 jt» 

2 2 

e5a 

55a: 9 — 99or 10 + 45a: 11 — 66a: 10 + 120a: 11 — 55a: 12 

og J)egar samkyiija liSir sameinast 

55a: 9 — 165a: 10 + 165a: 11 — 55a: 12 og Mr frd dregst 

55a* — 165a: 10 + 165a: 11 — 55x 12 

- + - + 


|>annig er fyk alt uppgengid. En til aft sj£ ldgm&l t>a0 9 er 
kvdtaliSirnir fara eptir, t>arf her ekki annaB en taka eptir J>vi, a5 
seinasti H5ur divisors X s hefir sama coefficient, nefnilegal, sem 
fyrsti liflur sem er 1 , hvar af |>a kemur, pcgar buid er ad marg- 
falda deilinn me5 kv6tali8num, a3 {)4 verdur aeti'5 l prodvktinu 

seinasta lidar coefficient = fyrsta lidar coefficient^ nefnilega her 

.. t . i9 n.(n+l) i_. % n.(n + \) 
55; en 55x 12 er sama sem — —^ — -o:n-t-2, svoao - 1 — 

= 55, sem er coefficient 10. liflar. L5gm&H5 kvotaliSanna er t>a 

— ! — s x n — 1 • Eins hef5i matt lata kvotann haetta hvenaer 

2 

sem vildi, svo sem eptir 1. Ii5, far sem n = 1 ; J>ar verdur 
deilandi 

1 _ (1 + 1) (1 + 2) ^ , , ^ 1 . 2 „ 3 



- ' X + 1 . 3x 2 — — tt 1 -^ 



e5a 



1 — 3a: + 3a: 2 — JLll^s 

1 — 3a- + 3a: 2 — a: 3 . |>etta deilist meS divisor, sem er 
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1 2 
hinn sami, verBur kvdtinn = 1 ; seinasti liSurinn . — ^— x* = 

. n n . (n + 1) n _4- 2 „ -* . ^. n . (n -f- 1) ^ . 

l.r 8 = — ^-y- 1 — x*^' og coefficientmn — ^-^-J — - ems og 

annarsslaBar, svo fear rikir sama 16gm&l, a5 kv6tali8urinn sh = 
n l5 o + 1> 3?IH ' 1, KvdtinneBa series er j>& 1 + 3a: + 6x* + 
10** + 15** + n (n + " x n - 1 

SGmu adferd matti hafa vi5 daemid (66), a8 skrifa saetistolurnar 

n utundan hverjum afgangi. 

Merk ! Coefficientarnir i feessari talnard5 heita J>rihyrndu tOl- 

urnar [numeri trigonales) y af fevi |>a8 rod ra5a feeim i ferihyrndar 

myndir feannig: 
13 6 10 15 



• t 



t 



a • • • ■ • 



21 28 



• • • • 



• • • 



• ••■ •••• 



o. s. frv. 

68. Ein merkileg deiling og series er feessi eptirfylgjandi: 

. — = l + x + x 2 + x 3 + x* ..-• + x n ~~ l -\ — r^ — 
1 — x 1 — x 

• • •• A 

og At af henni faest onnur me5 t>v£ ad setja — x fyrir + x, 

nefnilega 

_L-= l _ x + a* - & + a* .... ± a"- 1 ^—?L— 

• • • • Jj 

i feessari ro5 a a9 fara eptir efri merkjunum, ef n er 6j6fn 
tala, en hinum neflri, ef n er jofn tala. 

Daemi i tdlum upp & tdlurOflina A. Setjum x = 12 ogn = 
9. J>& er 

-J— =-i— == i + 19 + 12 2 + 12 3 + 12 4 + 12 6 + 12 8 + I2 7 
1 — 12 —11 +12 8 + 12 9 

—11 
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1 =12° 
12 = 12 1 
144 = 12* 
1728 = 12 s —11) 5159780352 — 12» 
20736 = 12* — 46907094 1,V =— 12" 
248832 =12° 11 

2985984 = 12 s 
35831808 = 12 7 

429981696 = 12 a 

469070941 = series 12° 12 8 

—469070941^= seinasti liflur 

— ^3= summu seriei 12° — 12 8 og seinasta ltfiar. 
Her er bvl jafnmikiO badum megin vid jafnaOarmerkiO. Sanaa 
hefOi framkomiO, bvad margir e8a fair liSir sera hefSi verifl tekn- 
ir. Ver viljum reyna ad taka tvo, ba vaeri 

_J _J ! , 1? 

1 — 12 — 11 ~~ "•"— 11 

"it- 1 - 1 T 1 t^ M -n--n 

H6r m& sjd, a5 summa allra undangangandi lida i talnaroflinni 

1 + 12 + 12 2 •••• 12 8 nemur ]>a5 i burtu, sem seinasti liSur 

12 9 1 

inn —y yflrgengur stoerdina 3776^01 er vinstra megin vI5 jafn- 

aSarmerkid, ogaSaffeessukemur j6fnu5urinn b45um megin. f>etta 
getum ver og s65 af btikstafareikningnum af talnaroSinni A 

^J— = l+a?+ x 2 + x 8 + x*- 1 + i£— 

1 — X ' „ . 1 — X 



Dragi raenn hJr * fra- , b&faest- , sem er = — 

n * 4 1—0? 1—0?' r 1 —X 

X — ~ 1 

— Q)vf h6r hefir deilirinn fengiS umsniiin merki, svo kv6t- 

X ~ mmm 1 

inn faer mi — i sta5inn fyrir a5 hann haf5i d5ur +). En pessi 

staarfl er ?-^± == o?"- 1 + a: n - 2 + a? n - 3 •••• a? 2 + x + 1 
0? — 1 

eptir formulunni (64, A), feegar i henni er sett a = 1 ; J>A er 

auflsaett a5 negatifa staerSin ; sem USurinn. — ^ hefir fram 

1 * ' x — 1 1 — x 

yfir baetist upp aptur af talnarftOinni 1 + x + x 2 H 

+ o? n — *. En feetta md l>6 enn reglulegar sko5a Jjannig: 
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* - ■ ■ • ■ .8 i ~n— 1 ■ * 



= 1 + » + *» + * 8 + * n ~ l 4 

1 — X 
1 

drag frd 



\—x l—x 

1 1 



1— x \—x 



En 



= 1 + x + x 2 + x 3 .-•• + x n ^ 1 . ?! J 

1 — X 1 — X 

x n 1 a: 11 —1 x n — 1 u 

— == ; = : fess vegna 

1 — x 1 — x 1 — a? a? — I ' 



0=l+a? + ff 2 + :c 3 h a? 11 " -1 — X t 



a; —1 
En eptir (64, A) er 

* n ~? = ar 11 " 1 + a; 11 " 2 + a? n "" 8 h x + 1 

a? — 1 

0=1+ x + x 2 + x B h x n ~ i — (x xl ~~ l + x li — 2 ...-z+l) 

Her md sjd, a5 fegar bui5 er a5 taka t — burt, fd vinnur sig alt 

hitt upp og ver5ur = 0. 

1 x n 
Merk! Her furfti a5 nota frddragningu fra m en 

x ' X x X , 

ekki er buid ad skyra fra frddragningu brota. |>6 md haeglega 
hjalpa s6r ut af fessu, og fa5 me5 tvennu moti. 1. I (61) var 
synt, ad brotid Vns eigi a5 lesast 6 sjdhundrudustu tuttugustu 

og J>ri8ju partar. Eins md h6r lesa sem vceri 1 (1 — a?)** 

a? n X 

partur, og - semvaeria; 11 (1 — a?)tn partar. Nu mddragafrd 

i x 

x* (1 — a?)tu partar 

1 (1 — x)^ partur 

x& I 

ver5ur eptir x u — 1(1 — «r) tu partar, fa5 er 

x X 

2. Md skoOa fessar stserdir sem tvaer deilingar. S& nu deilin- 

1 x u 
urn (1 — x) kastaSburtur og , fd verBa fser staerBir 

* ■ X 1 "—* x 

1 og x u og bd5ar (1 — #)faldar vi5 JmS, sem faer eiga a5 vera. 
Nu md draga 1 frd x^ kemur mismunurinn x n — 1. En far 
minuendus og subtrahendus voru (1 — #)faldir vi8 fad, sem feir 
attu a5 vera, fa verdur og mismunurinn a? n — 1 aSvera (1 — x) 
sinnum ofsttir; og fafl lagast me5 fvi a5 deila honum med 1 — x\ 

kemur - 

1 — #. 
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69. Theorema. Product tveggja e5a fleiri kunogjdrSra 
kvdta er = product* dividendanna dividerudu raeft producti 

divisoranna, eBa 

k m km 

X — i 



Z n /n 

S6nnun. -y = p 
m 

f>etta margfaldaS saman gefur 

fr m 

Z n 

I>essi staer5 pg 4 nu afl dkvardast af stsrSunum k, 7, m, og n. 

k . ) 

Af — = p leidir k = lp J tv( divid€ndu$ = kv6u x d . v .. 

og af ™ = 9 leiOir m = ng \ 80r (58 > 3) " 
fi / 

hm = Ipnq 
e5a fcro = Zn x pq 
H&r er Km product, In muHiplicandus, og pg si eptirleitaSi 
multiplicator. J>ar nu 

multiplicator = product ; multiplicandus (58, 4) 
J)d er p^ = fcro : 7n 

ft Ml 

en • pa = -r- x — &5ur fundid, 

Z n ' 

fc m fcm .... 

feess vegna -j x — = — , er sannast atti. 

Daemi i tOlum 

24/8 X 18 /» = 24 - 18 /8.» = 43 */72 = 6 

3x2=6 
o: p x £ = pg 
Her gengu deilarnir upp i deildndunum ; fear & raoti ekki i 

7/ 9 X 10 /ll = 70 /90 

f>etta eru tvo brot margfoldud saman. 

Vidbdt. f>egar staerd er raargfolduS me5 eiginlegu broti, e9a 
t>egar deilir er staerri en hans deilandi, pa minkar su staerS, sem 
margfoldu5 er t. a. m.: HJr var 11 > 10, |>4 er 
7 /» x 10 /n < Ve x u /u, fcvf b©gra megin er staerri marg- 
faldari en V 9 X u /u = 7 A> X 1, pvf "/it = 1 

fed V» x l0 /u < 7 /» x 1. 
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f>ess vegna pegar staerd er margfoldud med eiginlegu broti, pa 
verdur productid minna en ef him vaeri margfoldud med 1. 
Med odrum ordum: Staerd minkar, pegar hun er marfdldud med 
eiginlegu broti. Med sama haetti ma syna, ad 10 /n minkar, peg- 
ar pad er margfaldad med V9. 

f btfkstofum vaeri petta svo : 
Se w < n, p& er 

— x — <C -7- x ~~ > t> v ' haegra megin er margfaldad med staerra. 
I n t n 

h n h ^ 4 . , n 4 



J>4 T X- < T X 1. 

70. Thorema. Talnaradirnar A og B (68) verda merkilegri, 

j)egar 1 peim a; er minna en 1, pvi pa ma sleppa brotinu med 

J)vi moti ad gjora far 6endanlegar; J>vf pa minkar afgangurinn 

oendanlega, og # n verdur = 0, pegar lidafjoldinn n er oendan- 

lega stdr, er taknast n = 00, J)vi pegar brotin hefjast upp f 

veldi, pa minka pan, vegna pess pau margfaldast med sjalfum 

ser og pess vegna med broti. j>annig verdur x 2 < x, x* < 

x 2 , x A < a: 3 0. s. frv. (69, 1), t. d. ef x = V* (o: halfur),pa 

er a: 2 = V2 X V2 = l U (o: einn fjordi parttir), x 3 = V2 X 

1/2 x Vi = V* X Vi = Va; ** = Vb X Vt = Vie o.s. frv. 

Rodin skrifast pi pannig : 

1 r# = 1 

= 1 + x + x 2 + x 9 + # 4 + x 6 + a- 6 • • • • I _ 

• • • - C 

]>annig eru haegra megin tilgreind takmorkin, sem rodin ersdnn 

fyrir innan, nefnilega pegar x er meira en — 1, og minna en 
+ 1. J>egar svo er, kallast rodin convergerandi (samholl); ogpa 
nalgast hun silt mid ; s& petta ekki, og x liggur ekki milli pess- 
ara takmarka, pa er rodin divergens (sundurholl) og fjarlaegist 
sitt mid. Setjum nu x = V2, pa er 

I__ = 1 + 1/2 + V* + Va + Vl6 + V32 + V64 + VllS 
+ V256 + 1 /512 + Vl024 

Ad kvotamir (eda brotin) her fara alt af minkandi, er audsaett 
af pvi, ad divisores fara alt af vaxandi. Til ad Anna summu 
pessarar endalausu series, parf ekki annad en reikna tit staerd- 

ina,semer vinstra megin vid jafnadarmerkid - — tt~°8 \>& e ^* 
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sd biiid ad kenna brot, vitom vir pd af daglegum vana, ad tveir 
lielmingar eru i heilum, og pegar bilfur er dreginn fri heilum 
(1 — V2), verdur hdlfur eptir. f>essi mismunur skrifast Vs. 
I>egar nu deilandinn 1 fyrir ofan strykid skal deilast me5 pess- 
um V2, pa vitum vftr, ad V2 er tvisvar innifalinn f 1 ; og ad kvot- 
inn er f)vf = 2, sem pa er summa hinnar dendanlegu radar. 
Sama kemur fram, po vSr reiknum bsegra megin eptir (68. A), og 
latum brotid koma strax i odrum lid, pannig: 

* x = 1 + Vt = 1 + V2 = 1 + f = 2. 

/2 1— Vi Vs 

VSr getum pannig skrifad deilinn 1 — Vt = V* iindir hvern 

lid f rodinni sem v6r viljum, og pa synir hann (deilirinn), ad sa 

lidur J)arf ad tvofaldast, cf summan skal fyllast, J»vi ad deila med 

V2 er sama sem ad tvofaida (tveir belmingar liggja i heilum hverj- 

um), t. d. taki eg lidinn V1024 og skrifa par undir V2 pannig: 

V102A, p& vaeri pad sama sem : V1024 x 2 eda 2 /io24 ; og ef 

pessi s /io24 hefdi stadid par i rodinni sem V1034 nu stendur, 

pa hefdi summan verid full eptir (68. A), pvi brotid vseri pa med- 

reiknad. Rodina vantar pvf til fyllingar summunnar f hverjum 

lid eins mikid og sa lidur er st6r til, sem tekinn er. f>egar pvi 

lidurinn V1024 er tekinn, pd vantar i summuna V1024. |>ar nu 

lidirnir f pessari rod alt af helmingast, og alt af er jafnmikid 

eptir vid pad, er seinast var tekid, pa er audsaett, ad madurtekur 

alt af helminginn af pvi sem eptir er; en med pessu moti naer 

madur aldrei summunni, po hann vacri ad pessu til eilifdar, en 

nalgast p6 summuna eiliflega; pad er pvi audsed, ad 2 er ein- 

mitt su tala, sem rddin midar a, og kemst aldrei fram yGr; til 

ad na 2 parf eilifd, en til ad komast lengra parf meir en eilifd. 

Su dendanlega series naer eilifdinni, pvf hun liggur f henni alt 

af, og hefir eiliflega f henni legid, p<) sa sem reiknar nai pangad 

aldrei med aframhaldi. j>ad sem er eilift er eiliflega eiliTt og 

parf ekki ad na eilifdinni, en pad sem ekki er eilift getur aldrei 

ordid eilift. En hvernig mundu lidirnir verda a ad lita, eda vera 

& ad lita, ef pangad yrdi komizt? Svarast: f>eir sf ogaeminkandi 

lidir eru par ocndanlega litlir, er taknast — nefnilega x°° = — 

og er pad sama sem 0, svo rddin verdur 
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- — — = 1 + x + x* + x a + *°° e»a Mr 

1 — x 

._» = t +V* +(*/*)* + (V*) 9 +( , / 8 )°° efla 

] — /a 

2 = 1 + Vi + V* + Vs + — 

oo 

2 == 1 +Vj+ V« + Vs + 



71. Taki menn me5 sama baeiti rOSina 77 (68) og setji inn 
i hana # = Vs, ba ver5ur 

_* = 1 — 1/2 + V« — V8 + Vl6 — Vs2 + V« — Vl28 + V266 

+ " - V6!2 + Vl024 + (V2)"- 1 j- (Vl)* 

+ 1 +V2, 

fca synir staerdin vinstra megin vid jafnadarmerkid, ad r65in midar a 

—. Deilirinn i bcssari staerd inniheldur 3 helminga, en 

1 + V* 

deilandi 2 helminga; t>etta bodar |>a, ad 2 eigi ad deilast med 

3, svo a5 rddin midi a V3, sem ver einnig lesum 2 Jjridjunga. 
bar & m6ti hvad brotid l rodinni ahraerir, nefnilega + , * 

1 +72, 

J)& er divisor J>ess 3 helmingar eda V2; deilirinn 2 i feessari 
diumon bodar, ad staerdin (V2) 13 eigi ad tvofaldast eins og 1 rod- 
inni A, en deilandinn 3 segir, ad J)etta skuli aptur deilast med 
3. H6r ad auk verdur nu ad adgaeta mcrkin — og + og hvort 
n sfc ojofn tala eda jofn. Reynum ver nu fessa regiu a 2°m lid 
radarinnar, sem er V2; og tvofoldum hann fyrst, eins og vfcr 
gjordum i rodinni A, og J)a faum ver 1 ; en nu eigum v&r ad 
deila feessum 1 med 3, og faum Vs eda t>ridjung. Nu er eptir 
ad adgaeta n, hvort Jmd se jofn tala eda 6jofn. fad er teljari 
brotsins i rodinni Z?, sem heitir n, og brotid settum vfcr nu i 
annan lid, t>ar sem exponentinn vid a: erl, svo n er ojofn tala, 
og a fevi a ^ lesa efra merki brotsins sem er — , og s& Vs, sem 
ver erum bunir ad Anna, a t>vf ad fr&dragast, svo oil series verdur 

1 — Vs *= 2 /s, 
rfctt eins og st<5d vinstra megin vid jafnadarmerkid og sem v6r 
adan fundum. 

72. f>ad er audsfcd af(70), ad talnarodin C ekki getur verid 
soon d takmdrkunum sjalfum or = 1 og x = — 1, vegna feess 
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r5Sin verdur p& dldungis ekki samhOll, og brotinu m& pvi engan 
veginn sleppa. S6 or=l, p&er stserdin baedi vinstra og haegra- 
megin viO jafnadarmerkid = oo, pvi 

y-i-j =1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 +i+l^_ 

sama sem „ 

Vo =1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1+1 + l + ^~ 

ellegar 

Vo =1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 +1+1/0 

AS deilingin vinstra megin Vo bodi dendanlegt, sest af pvi , ad 
hversu opt sem er subtraherad frd 1, er sd 1 alt af dskertur 
eptir (57,3), svo ad su afnumning endar aldrei. Sdmuleidis gefur 
samlagningin haegra megin oendanlegt, pvi hversu opt sem tekinn 
er 1 og 1 og 1 o. s. frv. p4 er p6 aetfd Vo otekid og oskert 
eptir; og petta er sama sem vinstra megin (= oo); {>vi alt af er 
eins og ekkert vaeri tckid, og samlagningin hefir engan enda 
haegra megin eins og afnumningin vinstra megin hafdi engan enda. 
Nu kynni einhver ad segja : hfcr er Vo (dendanlegl) vinstra megin, 

og Vo lika haegra megin, og par a5 auki series: 1 + 1 + 1 + 1 

o. s. frv., hvernig getur pad jafnt verid? Svarast : Hid dendanlega 
getur ekki tekid & moti neinum vidbaeti, J)vf pa er komid ut fyrir 
staerdarinnar takmork; en staerdarinnar takmork eru og oo. 
(Eilifdin er t. d. ekki lengri, po vid liana baetist nokkrir dagar eda 
&r; eilifdin, sem liggur fyrir Alexander stora, er ekki lengri en 
eilifdin, sem liggur fyrir Napdleoni mikla, pd pessi komi til sdg- 
unnar seinna en hinn). j>6 a5 nu series 1 + 1 + 1 + 1 o. 
s. frv. yrdi eda vaeri dendanleg, og menn pess vegna kynni 
hugsa, a5 tvent oendanlegt vaeri haegra megin, en ekki nema eitt 
vinstra megin, p& verdur samt vid sama, ad tvent oendanlegt er 
ekki meira en eitt dendanlegt, eda 00 + 00 = 00 eins og 
+ = 0. Staerdarinnar eiginlegleiki ad vaxa og minka er 
her farinn (samber inng. 2.). f>etta verdur po Ijdsara af eptir- 
fylgjanda. 

73. Ekki einungis Vo er = 00, heldur er serhvcr endan- 

leg staerd deild med = 00; pannig er 

a 
¥ = oo 

pvi hversu opt sem er dregid frd a, pa skerdist a ekki vid 
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pad, og er alt af jafnmikid eptir, svo sa afnumningur verOur <S- 
endanlegur (57,s). 

1. Vidbdt. J>essi kv6ti ~= oo cr hvorki jdtandi nS neitandi, 

cllogar ef til vill baedi jatandi og neitandi, vegna pess divisor 
er pad (35). 

2. Vidbdt. Kv6tinn oo getur eTcki staerri ordid, vegna pess ad 
divisor getiir ekki minni ordid. Baedi og oo era |>vi staerd- 
arinnar takmork. Null er raunar engin staerd, heldur er pad 
minna en allar staerdir; eins er oo engin staerd, heldur staerra 
en allar staer5irj A5 se minna en nokkur staerd, a her a5 
takast i annari merkingu heldur en (35) seinast, par sem neit- 
andi staerdirnar eru kalladar minni en 0. Af (35) er pad rannar 
audsed, ad verdur ad vera minna en neitandi staerdirnar eptir 
deiiingarskodun, po pad se pad ekki eptir fradragningarskod- 
un, par pad stendur i midju miili tveggja 6endanlegra rada, og 
neitandi staerdirnar eru raunar vidsnunar staerdir reiknadar fra 
pessari somu midju i gagnstaeda att vid hinar jatandi. j>ar af 
sest, ad eda midjan sjalf er engin staecp^hjeldur utgangsdepill 
staerdanna, hafandi sjalfur enga staerd og ek'kert merki + eda — . 

3. Vidbdt. Null minkar ekki vid deilingu med endanlegum 
staerdum; pvi: 

o/ t = 0; °/i = 0; °/3 = 0; °/ 4 = 0; — : =* 0. 

4. Vidbdt. Null staekkar ekki vid margfoldun med endanleg- 
um staerdum, pvi: 

0.1=0; 0.2 = 0; 0.3 = 0; 0.4 = 0; 0.n = 0. 
f>etta leidfr af 3. vidbot, og pvi ad deilir og kvdti margfaldadir 
saman gefa dividendus. 

0.0 = 0, pvi 0.0= 0.(1 — 1) =0.1 —0.1 = — 0=0. 
f>etta leidir einnig af pv(, ad.hversu morg sem adderast sam- 
an, gefa aelid summuna 0, pannig: 

+ + + = 

f>ar af leidir 

n.0 = 0og — n.0 = 
eda . m, — og . — n === . 

5. Vidbtft. Null deilt med nulli gefnr ddkvardadan kv6ta, sem 
pess vegna verdur ad ikvardast ddruvfsi. 
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1 =12° 
12 = 12* 
144 = 12* 
1728 = 12 s —11) 5159780352 = 12* 

20736 = 12* —469070941^ =— 12* 

248832 — 12 5 11 

2985984 = 12« 
35831808 = 12 7 

429981 69C — 12 8 

469070941 = series 12° 12 8 

—469070941^= seinasti H5ur 

— 1 1 1 = siimmu seriei 12° •••• I2 8 og seinasta U8ar. 
Her er bvf jafnraikid baflum megin vi5 jafnaQarmerkid. Sama 
heffli framkomid, bva9 margir efla fair lidir sera hefdi verifl tekn- 
ir. Yer viljum reyna a5 taka tvo, ba vseri 

1 — 12 —11 ^—11 

- = 1 - 1 T \ ba5 er - n = - n 

H6r ma sja, a5 summa allra undangangandi li5a i talnar65inni 

1 + 12 -f- 12 2 — 12 8 nemur fca5 i burtu, sem seinasti lidur 

12 9 1 

inn j—- yfirgengur sterSina — rr sem er vinstra megin vi5 jafn- 

adarmerkid, og a5 af feessu kemur jdfnuOurinn bddum megin. |>etta 

getum ver og sfc5 af btikstafareikningnum af talnar65inni A 
1 i x n 



= l+x+ x 2 + x* + x*- 1 + 



*~ x 1 a? n a? n — - 1 1 X 

Dragi menn hfcr r frfi- . b&faest-; , sem er = — 

n 4 1 —x 1— a? ,r 1 —x 

x — ~* 1 

(J)vf hfer hefir deilirinn fengid umsniiin merki, svo kv6t- 

X ~ mm i 

inn for nu — 1 stadinn fyrir a5 hann hafdi &8ur +). En J>essi 

staerS er ?^i = a: 11 — 1 + a? n — 2 + a? n - 3 •••• x 2 + x + 1 
x — 1 ' 

eptir formulunni (64, A), feegar i henni er sett a = 1 ; J>d er 

# n — * # n 

auflsaett a5 negatifa staerSin ; sem liSurinn. — heflr fram 

I * ' x — 1 1 — x 

yfir — baetist upp aptur af talnarftdinni 1 + x + x 2 + • • • • 
+ a? n — l . En {>etta mi fco enn reglulegar sko5a feannig : 
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* ° ' .8 J „J1 — 1 ' * 

W A A * ■ A A • * 1 II'" * 



1 — 3? * X 

1 1 



1— x l—x 



drag frd 



= i + a? 4. x * + a; 3 .••• -f * n X l . ?! J 

1 — a: 1 — x 

x u 1 * n —1 x n — 1 v 

En z , — == i =— * : , fess vegna 

1 — x 1 — x 1 — x x — v r _ 

= 1 + x + x 2 + a 3 1- a? 11 "" 1 — X ~] 

x — 1 

En eptir (64, A) er 

-= x*~ l + a 11 " -2 + a? n ~~ 8 h x + 1 



3 —1 



= 1 + x + x 2 + a? 3 h a 11-1 — l^^+a? 11 — 2 .---a?+l) 

Her md sja, a5 fegar bui5 er a5 taka t — burt, fa vinnur sig alt 

1 X 

hitt upp og ver5ur = 0. 

1 a? n 
Merk! Her furfti a8 nota frddragningu - fra m en 

x ' X x X , 

ekki er buid ad skyra fra frddragningu brota. j>6 md haeglega 
hjdlpa s6r lit af fessu, og fa5 me5 tvennu moti. 1. I (61) var 
synt, a5 brotid 6 /723 eigi ad lesast 6 sjdhundrudustu tuttugustu 

og friflju partar. Eins ma hfcr lesa sem vceri 1 (1 — x)H 

x n 
partur, og - semv8eri# n (1 — a?)tn partar. Nu mddragafrd 

i x 

x* (1 — ar)tu partar 

1 (1 — a)* 1 partur 

x& I 

verSur eptir x u — 1(1 — x)t* partar , fa5 er 

1 X 

2. Md skoOa f essar staerBir sem tvaer deilingar. S& nu deilin- 

1 x u 
urn (1 — x) kasta5burtur og , fed verBa far staerdir 

1 ■ X x • — ~* x 

1 og x u og bd5ar (1 — #)faldar vi8 fa5, sem faer eiga a8 vera. 
Nu md draga 1 frd x*, kemur mismunurinn x n — 1. En far 
minuendus og subtrahendus voru (1 — a:)faldir vid fad, sem feir 
attu a8 vera, fa verdur og mismunurinn x 11 — 1 aBvera (1 — x) 
sinnum ofsttir; og fafllagastmeS fvi a5 deila honum med 1 — x\ 

j*n 1 

kemur - 

1 — #. 
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2. ViObbt. Ef divisor er secundi ordinis, en dividendus primi 
ordinis, \)& er 

oo* oo 

oo 

En fear °°* = oo . oo = oo, ])der og ~ =0. 

f>essar vifibstur litvikka (73, 9), fear sera 

oo 

— = <Jdkv6r5u5u (indeterminate). Samber (73, 6) i sein- 

asta dffimi. A5 jlikar stdttir bins 6endanlega (ordines) liggi fyrir 
utan steerfiarinnar og reikninganna takmdrk, md noerri geta. 

75. 6endanlegt dregifi frd bendanlegu gefur <5dkvar5a8an 

mismun, Jm 

a ~ a — a a tan 

' ' 

o • 

o: -g = oo - oo 

En — . = indeterminate (73, 5). 

J>ess vegna oo — oo indeterminatum. 

I>etta md einnig sanna af (73, 7), Jmrsem s^nt er,,afl s&rhver 
viSbaetir vi5 6endanlegt er hverfandi stserd ; Jmnnig : 
oo + a = oo 
oo = co frddregiS 

a = oo — oo 

Hfcr getur a veriS hvort heldur vera skal efia sfrhver end- 
anleg staerS, en J>a5 getur lika verid oendanlegt, J)vi 

oo + °° = °° 

oo = co frddregid 

OO = CO — oo 

|>a5 sem i undanfarandi toluliaum (72) (73) (74) (75) s^nast 
kann f fyrsta dliti undarlegt, hverfur alveg, fegar aOgsett er, ad 
co er ekki nein akvorfluS slaerS, }>ar t>a5 liggur fyrir utan staerS- 
arinnar takmdrk. |>egar tvent e5a fleira dendanlegt kemur fyrir 
sem addendi e8a factores, j)a synist eins og summan e5a pro* 
ductid muni verda staerra af J)eim fleiri tfendanleguen af einu, 
en J)a5 verdur samt ekki, vegna feess oendanlegt getur aldrei, 
t>egar J>a5 er skodaS i einu lagi sem summa, or9i5 staerra en 
Oendanlegt. 
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f>ess vegna Jegar staerd er margfoldud med eiginlegu broti, pa 
verdur productid minna en ef hun vaeri margfolduS med 1. 
Me5 ddrum ordum: Staerd minkar, pegar hun er marfdldud rae5 
eiginlegu broti. Me5 sama haetti ma syna, a5 10 /n minkar, peg- 
ar t>ad er margfaldad med V9. 

I b6kstofum vaeri petta svo: 
Se n» < n, pa er 

— x — <C t-x - ,* pvf haegra megin er margfaldad medstaerra. 

h n h 4 , , n 



J)4 T X- < T X 1. 

70. Thorema. Talnaradirnar A og B (68) verda merkilegri, 

J>egar 1 peim or er minna en 1, pvi pa ma sleppa brotinu med 

J>vi moti a5 gjora paer oendanlegar; pvi pa minkar afgangurinn 

oendanlega, og x n ver5ur = 0, pegar lidafjoldinn n er oendan- 

lega stor, er taknast n = 00, pvi pegar brotin hefjast upp f 

veldi, pa minka pan, vegna pess pau margfaldast med sjalfum 

ser og pess vegna me5 broti. j>annig ver5ur x* < x, x 3 <Z 

x 2 , x* < x B 0. s. frv. (69, 1), t. d. ef x = V« (o: halfur),pa 

er x 2 = V2 X V2 == V4 (o: einn fjordi parttir), x 3 = V2 X 

1/2 x Vt = V* x Vi = Va ; * 4 = Vs x Vi = Vxc o.s. frv. 

Rodin skrifast pd pannig : 

1 (# = 1 

1 — _ = 1 + x + # 2 + * 3 + # 4 + * 6 +;r 6 ..-. { 

1 — x n l.r=-f- 1 

• • • * {J 

]>annig eru haegra megin tilgreind takmorkin, sem rodin er sonn 
fyrir innan, nefnilega pegar x er meira en — 1, og minna en 
+ 1. J>egar svo er, kallast r5din convergerandi (samholl); ogpa 
nalgast hun silt mid ; s& petta ekki, og x liggur ekki milli pess- 
ara takmarka, pa er rodin divergens (sundurholl) og fjarleegist 
sitt mid. Setjum mi x = V2, pa er 

1 =1 +V2 + V4+ Vs + Vie + V32 + Ve4 + Vim 

+ V256 + V512 + V1024 



1— Vi 



Ad kvotarnir (eda brotin) her fara alt af minkandi, er audsaett 
af pvi, ad divisores fara alt af vaxandi. Til ad Anna summu 
J>essarar endalausu series, parf ekki annad en reikna ut staerd- 

ina, semer vinstra megin vid jafnadarmerkid - — 77— og p6 ekki 

1—— /2 
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fl. 6 sinnum 16 er 80, og 11 /3 par til er 91 . 7 i 91 er 13 
sinnum, gengur ekkert af . I>eir 1 3 fl skrifast. 

2. Daemi: 
486) 7058 g 12168 2hvintin gj6rist pannig : 

14* 16165 ikvintin 
486) 7058 * (14 * 486) 8140 (16 165 486) 1458 (3 kvint. 

486. 486. 1458 

2198 3280 

1944 2916 



254 * 364 165 

1 g = 32 16 5 1 16 5 = 4 kv int. 

508 1456 

762 . + 2k vint. 

+ 121 65 14 58 fcvin*. 
8140165. 

Bs5i J>essi daemi mo. bera saraan viO margfOldunardaemin (56), 
pvf pau eru bin s6mu sem par. 

|>essi hjiritning er nokkuS 16ng, af pvf deilirinn er fremur 
st6r, og af pvf ad hver einasti stafur er b&r til greinilegleika skrif- 
a5ur. |>etta befdi h&r m&tt spara sir, me5 pvi a5 leysa deilinn 
Upp i gjOrendur, pvi 

486 = 9 . 9 . 2 . 3 == 9 . 9 . 6, 
nota eiSan gj6rendurna, sem utheimta prjir letlar deilingar, 
pannig : 
9) 7058 g 12165 2 kvint. Eht parf enga hj&ritningu a5 skrifa, 

9) 784 8 2 en ekki ver5ur pessu »U5 vi5komi5, 

6) 87 A 2 pvf sumar tolur ver5a ekki leystar 

14 g 16165 % kvint. upp f gjOrendur. Me5 pessum gjor- 
Ondum m& i huganum deila me5 minni margfoldunartoflunni. 
j>a5 er og hsegt af gjflrOndunum 9 . 9 . 2 . 3 a5 setja saman 
9 . 2, svo verdi 9 . 18 . 3 = 18 . 9 . 3, svona: 
18)70 58 g 12165 2 kvint. H6r er fyrsta deilingin gj5r5 me5 

9) 392 4 1 starri margfoldunartoflunni. 

3) 43 18 1 



14 g 16 165 ?> kvint. 

Geti gjOrendurnir ekki orOiS svo Iitlir, a5 deila megi me5 marg- 
fdldunartOflunum, |>A er ekki nema til tafar a5 dreifa divisor. 
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Brot (Fractio). 

78. |>a5 er i (61) utskyrt, hvernig brot framkoma af deil- 
ingu, og hva5 t>au se. Brot er nefnilega einn eSa fleiri af ein- 
ingarinnar jafnstoru pCrtum. 

Brot er fess vegna ritaS meS tveimur tolum, sem heita nefn- 
ari (denominator), sem segir, 1 hvad marga jafnstdra parta ein- 
ingunni er skipt; og er bann ritaSur fyrir nedan {werstryk. Hia 
talan heitir teljari (numerator) sem telur, hvad margir af t>eim 
jafnstdru.portum t>a umtalast ser i lagi, t. d. 
6 fa == 5 sjoundu partar 

Einingunni er h6r skipt i 7 jafna parta, og far af fa partarnir 
heitid sjoundu partar, og talan 7 heitir Jwf nefnari, a5 hun gefur 
portunum nafn. j>ar a mdti heitir h&r talaa 5 teljari, af f)vi hun 
telur fram 5 af fessum sjoundu pOrtum. 

Nii er J)d brotid 

5/ 7 = i/ 7 + Vt + V» + Vt + Vt 
nefnilega: V? heitir einn sjOundi partur, og h&r era 5 af fceim 
framtaldir eSa tilgreindir, og gjdra fieir til samans 5 sjoundu 
parta e5a 6 fa. 

Vi5b6t. Af ftessu leiSir, afl brot getur sko5azt sem tveir gj6r- 
endur margfaldaflir saman; sa eini peirra er brotsins teljari, og 
hinn annar er brot, er heQr 1 fyrir teljara og fyrra brotsins 
nefnara fyrir nefnara, J>annig: 

5/ 7 = 5 . i/ 7 = Vt.5 

Yfir h8fu5 ver3ur 

a 1 1 

_=„._ = _ .„ 



a 



79. j>a5 er heimilt a5 nota deilingarskriptina -y (o: a deilt 
me5 b) fyrir brotskript (o: a &to partar), t>vf t>a5 kemur fyrir eitt, 
hvort a er deilt me5 b, e5a teknir era a slikir &tu partar ein- 

ingarinnar, [>v(: 

a = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 (aliSir) 

Her er a leyst upp i sfnar a einingar. 

Nu skal deila biSum megin vi5 jafnaSarmerkiS me5 b, ver5a 
1>£ kv6tarnir jafnir eptir (76, 1). Vinstra megin mi kunngjOra 
deilinguna med pvi a5 skrifa b undir a eptir (57). En beegra 
megin er polynomium me9 a lidum, eins m6rgum sem eining- 
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arnar ern margar ( deilanda. I»es.sn polynomio ma J>vi deila li5 
fyrir lift eptir (61); feannig: 
a_ 1 + 1 + 1 + 1 + 1 •••• (« liOir ) 
b = b 

=-4+l+l + i+f- (o,i8ir) - °-t 

«= a &ta partar. 
j>ess vegna er a deilt med 6 sama sera a faldur fcti partur 
einingarinnar. t 6tuttu mali: deila ma a med 6 £annig afl taka 
fttapartinn ur hverri einingu 1 a, og safoa |>eim saman. 
Vidb6t. Nokkur brot liafa a voru mali sirstOk heiti, nefoil.: 
Vt = halfur eda helmingur 
Va = t>ri5jungar eSa |>rifijl partar 
V4 = fjdrdungur eda fjbrdi partar 
Va = flmtungur 
Ve = sjottungur 
Vs = attungur 
Vi2= tdlftungur. 

80. Ord{)ydingar. Sannarlegt brot (fractio genuina) erpaft, 
sem heflr teljarann minna en nefnarann. Launbrot (fractio spuria) 
sem hefir teljarann jafnst6ran e5a staerra en nefnarann. Bland- 
in tala (numerus mixtus) kallast siitala, sem er samsett af heilli 
tdlu og broti, svo sem 7 5 /i2, t>ad er 7 heilir og 5 tdlftu partar 
eda 7 heilir og 5 ttilftungar. 

Athugi. H6r af koma tvd vefkefni : a5 gjdra Iannbrot ad bland- 
innni tolu, og ad gjflra blandna tdlu ad launbroti. f J)vi si'dara 
innibinzt einnig ad gjdra beila tola ad launbroti. 

81. Verkefni. Ad gjdra launbrot ad blandinni tolu. Deil 
teljara med nefnara, cptir (61); kvdlinn synir, hvad margir heilir 
verda, og afgangurinn (ef nokkur er) verdur teljari brotsins, en 
divisor Jess nefnari. En verdi engfnn afgangur, \)k er laun- 
brotid einungis heil tala. |>ess battar launbrot kalla sumir rf- 
eiginlegt brot. 

Daemi: 96 /i4 = 6 12 /i4. Nefnarinn s^nir, ad 14 ganga i hverja 
einingu, en 14 er 6 sinnum Innifalid i 96, t>ess vegna verda i 
86 /i4 heilar 6 einingar, pvf 6 sinnum 14 er 84, og t>egar 84 er 
dregid fra 96, verda 12 afgangs, sem einnig skulu deilast med 
14: og pad verdur einungis med J>vi ad taka 14da partur hverri 
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einingu afgangsinfc 12, koma pa 12 fjortandu partar i stadinn 
fyrir 12 beilar einingar; verdur J>vi kvtftinn: 

6 heilir og 12 fjtfrtandu partar, 

sem skrifast: 6 12 /i4, sem er su blandna tala, ereptir varleitad. 
f>afl ma lika skoda .petta pannig : 

14 /l4, 28 /l4, 42 /l4, 56 /l4, 7 %4, 84 /l4 

eru 1, 2, 3, 4, 5, 6 einingar heilar, 
fleiri heilar fast ekki, heldur 

1 /l4+ 1 /l4+ 1 /l4+ 1 /l4+Vl4+ 1 /l4+Vl4+ 1 /l4+Vl4+ 1 /l4+ 1 /l4+Vl4 

sem eru 12 fjortandu partar; til samans 6 l2 /i4. 

Vidbot. Af pessu sest, a5 pegar teljari launbrotsins er jafn 
nefnara sfnum, svo sem her 14 /u, pa eru allir partar einingar- 
innar framtaldir, og ekki fleiri; launbrotid er pa =1 heilura. 
S& teljarinn f launbrotinu tvofaldur vid nefnara sinn, svo sem 
her 28 /i4, pa eru tvOfalt svo margir partar framtaldir vi5 pa, sem 
fylla eininguna, og er pa brotid 28 /i4 = 2 heilum o. s. frv. 

62. Verkefm*. AS gjora heila tolu eda blandna ad laun- 
broti. 

Urlausn. Se einungis heil tala gefin, p4 margfalda hana me9 
peirri tolu, sem pu vilt ad verdi nefnari launbrotsins, og skrifa 
J>aun nefnara undir framkvaemid. En s6 su gefna tala blandin, 
pa margfalda pad, sem heilter par f, med nefnara brotsins, og 
legg teljara brotsins par viO, faest pd teljari launbrotsins. Rita 
loksins nefnara brotsins undir pann teljara, er pa launbrotid fundid. 

Dsemi. Vilji eg gjora 7 a9 launbroti me5 nefnaranum 6, pa 
segi eg 6 sinnum 7 er 42, ver5ur pa launbroti9 42 /6. En vilji 
€g gjdra 7 4 /s a9 launbroti, pa segi eg: 5 sinnum 7 er 35 og 4 
til er 39, pa er launbrotid 39 /s. I fyrra daeminu er hver eining 
i 7 deild » 6 parta e5a 6 /e; og pegar einingarnar eru 7, pa er 
pad 42 /e = 7. En i sidara daeminu er hver eining i 7 deild i 
5 parta, er pa 5 sinnum 7 = 35, pess vegna 

7 =35 fimtungar 
4 /s = 4 fimtungar 

til samans 7 4 /s= 39 fimtungar = 39 /s. 

i seinna daeminu hefdi verid 6hentugt ad gjora 7 ad sjSttung- 
um, eins og eg gjordi i fyrra daeminu, pvi peir hefdi ekki ordid 
samkynja fimtungunum ( brotinu 4 /s og pess vegna ekki getad 
lagzt saman vid pa. 



arnar em margar i deilauda. J>essn polynomio ma pvi i 

fyrir lift eptir (61); fiannig : 

.1 I + I + i + 1 + 1 •••• <a Hflir ) 

4 = ft 

— r+i + J + l + i—*"™* -«••?. 

= a fttu 
f ess vegna er a deilt mefi ft soma sem a faldur 
einiogarinnar. f sttiltu mali: deila mii a meO ft pann 
ftt'parlian ur hverri einmgu i a, og safaa peim sam;i 
Vi8b6l. Nokkur brot liafa a voru milt sersttik heii 
Vi = Iialfur e3a helmingur 
Vb = priftjuugur e8a prifiji partur 
V* — fjorflungur efla fjorOi partur 
l 's = fimtungur 
'.«'« = sjuttungur 
'/■ = atUingur 
Vit™ t6lftungur. 
80. Orfipjfiingar. Sarmarlegt trot (fractio ge 
sem hefir teljiirann minna en nefnarann. LaunbroK 
sem hefir teljarann jafnstiiran eCa sla>rra en nefiv 
in tala (numerus tnixtus) kallast su tala, sem er 5 
tOla og broli, svo sem 7*/n, paO er 7 hcilir op 
eSa 7 lieilir og S lolflungar, 

Athugi. Her af koma tvii vefkefni: a9 gjora la. 
ioiini tfilu, og a& gjora blandna tain n5 launbrol 
innibiiut einnig ad gjora heila tOlu a5 lattDbroti. 



xil 



. 0. oz 4. 
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t Jjrist6fc5a &te?ia, sem 

t>a er J>ad deilileiis 

?em adur er sjnt me5 Hi 

,u ma einoig Terna a5 defla 

og \er9nr pa eins st6ra talan 

* (>arf si&ur-riS, par ttttari deilileiks 
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legar me 5 2, og kallast ojafnar efla oddatdlur (numeri imparts), 
fl>aer voru nefndar i (36)). Daemi: 72038 er deilileg med 2, 
en ekki 72037. 

2. Med 3 md deila Ollum peim tdlum, er pversumma (svo 
kallast tdlustafanna summa) peirra er deilileg med 3, t. d. 
6780351; par er pversumman 30, en 3 ganga upp f 30; pess 
vegna einnig f 6780351. 

3. Med 4 ma deila dllum J>eim tdlum, sem 4 ganga upp f 
tveimnr seinustu tolustdfunum lesnum sem ein tala vaeri, svo 
sem 6780352, pvi par 4 ganga upp i 52 (nl. 4 i 52 er 13sinn- 
um), pa ganga J>eir og svo upp i allri tdlunni. 

4. Med 5 md deila dllum peira tdlum, er seinasti stafur er 
5 eda 0, svo sem 6785 eda 6780. 

5. Med 6 ma deila ollum peim tdlum, sem deililegar eru me5 
2 og 3, badum ser i lagi, t. d. 678035112. Hfcr er seinasti 
stafur 2 og pversumman 33. 

6. Med 8 ma deila ollum peim tdlum, er prir seinustu staf- 
irnir eru deililegir med 8, pegar J>eir eru lesnir sem ein tala 
vaeri. f>a er talan, sem adan var nefnd, 6760352 deilileg med 8, 
par 8 ganga upp f 352. 

7. Deilileikseinkunnin med 9 er: ef 9 ganga upp i pver- 
summunni, pa ganga 9 tipp f sjalfri tolunni. t. d. 30856797. 
f>versumman er 45, en 9 1 45 er 5 sinnum og ekkert afgangs. 

8. Med 10 ef talan endar med 0, einu eda fleirum. 

9. Med 11. Skipt tolunni f studla frd hffigri hendi til vinstri 
med tveimur stdfum i hverjum, en 1 seinasta studli vinstra meg- 
in md vel verda 1 tdlustafur. Verdi pa pversumma studlanna 
(ekki stafanna) deilileg med 11, pd er su fyrirlagda tala pad lika, 
t. d. 2234067; sker hana svo: 2|23|40|67; pa 2 + 23 + 40 
+ 67 = 132; 11 f 132 er 12 sinnum og ekkert umfram. Eins 
ganga 11 upp f 2234067, og eru par i 203097 sinnum. Med 
fleiru moti md hafa deiliieiks einkunn med 11, t. d. tak lta staf 
tdlunnar haegra megin, svo 3ja 5ta 7 da 9da og svo framvegis, 
iegg pd saman, fita eda hugfest summuna. Legg sidan saman.2an 
4da 6ta 8da lOda og svo framvegis, legg pd saman, og drag frd 
fyrri summunni ; gangi pa 1 1 upp i mismuninum, pa er talan 
deilileg med 11, t.d. 2234067; gjdr: 7 + + 3 + 2 = 12 
og 6 + 4 + 2 = 12; pi 12 — 12 = 0, og : 11=0 
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og ekkert afgangs. Llka mi segja I-|al;l + flta.l; 

1 — 4 = — 3; — 3 + 3 = 0; + 2 = 2; 2 — 2 = 

og loksins : 1 1 = og ekkert umfram. 

10. Med 12. J>aer tolur em deililegar med 12, sem erudeili- 

legar me5 3 og 4, hverri fyrir sig. 

11. Med tdlunum 7, 11, og 13, hverri fyrir sig, eda med 

J>eirra produktum 7.11, eda 11 . 13, eda 7 . 13, eda 7 . 11 . 13 

= 1001. Deil tolunni i studla fra hasgri til vinstri me9 premur 

stofum f hverjum ; drag summa studlanna i jofnu saetunum fr& 

summu peirra i djofnu saetunum, og deil mismuninum med 7, 

11, eda 13, e5a med fleiram eda ollum j>efm, |)& verdur eptir 

J)vi st6ra talan deilileg med hinum somu, ef upp gengur, en 

ekki med hinum, er ekki upp gengur. Viljirdu afganginn vita, 

pegar st6ru tolunni er deilt, J>a er hann hinn s&mi sem pegar 

afgangunum er deilt. En verdi afgangurinn riegatif, mi draga 

hann fra 1001, ellegar leggja 1001 vi5 summu studlarnja f d- 

jofnu ssetunum, ef s6st, a5 hun er minni. t. d. ef ransaka skal 

2234067, pa sundra hana svo: 

21234|067 

2 



far 234 > 69, pa ldna eg 



69 
1001 



1070 

dreg svo fr & 234 

Afgangur 836 



7 )836 
119 



11)836 
76 



13)836 



64. Afgangs 3, 0, og 4. 



Einungis.il ganga upp i tolunni 



7) 2234067. 
319152 



11)2234067 :13) 2234067 

171861 



203097 

l£. "faki menn pversummu pessara prfstofudu studla, sem 
nu var umtalad, og deili henni nied 37, pi er pad deilileiks 
einkunn fyrir 37 med likum haetti sem 43ur er s^nt med 11 i 
(86, 9). j>essari sSmu pversummu ma einnig reyna ad deila 
med 3, 9, 27, 111, 333, 999, og verdur pd eins st<5ra talan 
deilileg med peim. En pessa parf sfdurvid, par ISttari deilileiks 



110 

einkunnir era til med 3 og 9, og Jmr 37 mala lll y 333, og 
999. Vid sdmu tdlona mA pannig adfara: 

21234)067 
234 

2 

37) 303 (8 
296 
7 
Hftr verdur J)4 afgangur = 7, og alt eias verdur pad, J>egar 
stdru tdlunni skal deila met 37. Vilji menu mi breyta svo tola 
t>essari, ad 37 gangi upp i henni, J>4 m& pad med 6talfdldu m6ti ; 
en beinast liggur vid ad svipta hana einingastafnum 7, en gefa 
henni i stadinn, eda med t>vf ad draga 7 fri midstudlinum. 
Mi og lika bseta 30 vid einhvern af studlunum, til ad auka vi8 
toluna pvi sera hana vantar i ad vera deilileg med 37; pvi 37 
-=7 + 30. Her vil eg leggja 30 vid midstudulinn 

2|234|067 
30 



2|264|067 Su umbreytta tala 
264 
2 



37) 333 (9 
333 

H6r sest, ad 37 gengur upp ( studlafeversummunni 333, og 
J>ess vegna upp f 2264067, sem haegt er ad reyna. J>a5 er lika 
audsed, ad 3, 9, 111, 333, enekki 27 nh 999 ganga einnigupp 
i studlapversummunni 333, og eins hver fyrir sig i 2264067. 

13. t>egar minni tala gengur ekki upp i peirri tolu, sem 
ransaka skal, t>4 parf ekki ad reyna neina tolu, sem er multi- 
plum (fleirtekning) hinnar minni tdlu, hvort hun gangi upp f storu 
tdlunni, t. d: ef 2 ganga ekki upp 1 m, J)d ganga ekki 4, 6, 8 
eda neinar stern jafnar tolur upp i m. Eins ef 3 ganga ekki upp 
i™> t>d ganga ekki 6, 9, 12 eda neitt 3n upp i m ; hvad sem n 
her ttfdir (58*). 

87. Nokkur daemi. 
Brotid la /u, sem kom fyrir i (81). 



Ill 



12/ f maelar teljara 2, 3, 4, 6, 12 
14 \ maelar nefnara 2, 7, 14 



h 

Sameiginlegur maelir (sammaelir, mensura communis) einungis 2 

og hid stytta brot .*h. 

„ ... 01/ [ maelar 3. 7 
BrotiS 21 /*9 J ' 

\ maelir 7 

Sammaelir 7, stytt brot 3 h. 
BrotHIM/i^l mffilar tGljara 2j 3> 4> 6> 8j ,2 ' 16j 2 * 1 48j 96 

1 \ maelar nefnara 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128. 
Sammaelar 2, 4, 8, 16, 32, fullstytt brot *U. 
Stytta ma og smdmsaman pannig : 

1 1 1 lh 

98 /l28| 48 /64| 2 V32| 12 /l6| 6 /8| 3 /4. 

Broti5^/77i mffilarteliara2j4jU 
I maelar nefnara 7, 11 

Sammaelir 11, stytt brot V7. 4 

BrotiS 782 /9ie maelist me5 4 eptir (86, 3) 782 /9iej* 88 /229. 
Brotid 1000 /75oo, mk snida jafnmorg af teljara og nefnara 

(62) pannig jg|{$ = 10 / 7 5 = 2 /is, samber (86, 5). 
BrotiS 148U7 /9i5289 maelist af 13 eptir (86, 11). 

88. f>egar tolur brotsins eru nokkuS stdrar, er eptirfylgj- 
andi adferd betri til ad Anna beinh'nis staersta sammaeli, ef bann 
er nokkur til. Su staerri talan deilist meS hinni minni, og sffian 
aptur i htert sinn deilirinn meS afganginum. f>essu er Afram- 
haldid, unz afgangur verdur = 0, er {)& hinn seinasti divisor sa 
staersti sammaelir hinna gefnu talna. Yerdi seinasti afgangur == 
1, {)& er )>a9 merki til, aStSlurnar hafiengan sammaeli (ncma 1). 
Sonnun |>essarar adferdar geymist. 
Daemi. Tolumar s& 1075 og 1591 
1075)1591(1 
1075 
516)1075(2 
1032 

43)516(12 
43 
- 86 
86 
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H4r er s& seinasti divisor =* 43 stsersti sammaelir. j>4 1076 ,« 
= 25 og 169, /« = 37. fccss vegna t078 /im ■* 26 /a7. 

89. Samdeilandi (3 : sameiginlegur deilandi , dividuus 
communis, multiplum commune) er sti tala, sem fleiri tolur eru 
maolar til, svo sem 210 er samdeilandi talnanna 5, 6, 7, af ()vi 
hun rmtlist af J)eim. 5 f 210 er 42 sinnum; 6 i 210 er 35 
sinnum; og 7 i 210 er 30 sinnum. ' Medal samdeilandanna er 
liinn minsti samdeilandi (dividuus communis minimus) opt merki- 
legastur og haegastur f medferdinni, og hefir eiginlegleika, sem 
adrir samdeilendur ekki hafa. 

90. A5 Anna minsta samdeilanda fleiri talna. 

a. skrifa tOlurnar f rdd. 

b. Adga?t, hvort nokkur eda nokkrar af tdlunum ganga upp i 
50rum l>eirra, og ef svo er, stryka J>aer ut, sem uppganga i 68r- 
um. 

c. Had {)& nokkrar af [)eim dfitstrykudu einhvern sammoeli, J>a 
deil ()eim med honum, p6 sem m in stum i emu, en rita hinar 
adrar ddeildar medal kvotanna i adra r69. 

d. Gaet ad, hvort nokkrar f fessari r58 ganga upp i dSrum, 
og utstryka (eins og l &.). 

e. Far meO hinar dutstrykudu eptir c. 

f. Hald sama dfram, unz eogin gengur upp f annari og eng- 
inn er sammaelir framar. 

g. Margfalda saman alia deilana og alia ddeildu kvdtana og 
niditrferdu tolurnar i eitt product J>elta er sa minsti sam- 
deilandi hinna gefnu talna. 

Daemi: 
Finna skal minsta samdeilanda talnanna 
2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 15, 16, 18 

Gj6r svo: 8, 8, 4, 6, 6, 8, 10, 15, 16, 18 

5) 

8, 8, 16, 18 

2)- 



8, 9 
5.2.8.9 = 720 = minsti samdeilandi. 

91. Samlagning brotinna talna og blandinna. Fyrst leggja 
menn saman brotin, til J>ess, ad ef nokkur heil tala kann ad 
verda ur feeim, hun geti |>a lagzt vid heilu tOlurnar. j>4 er fyrst 
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urn brotin ad segja; a5 pau hlj6ta ad vera samnefnd, (ejusdcm 
denominations) pad er: pau bljdta ad bafa sama nefnara) pvi 
annars eru pau ekki samkynja (14, 2) og geta ekki saman lagzt 
a5 svo st5ddu. S6 du brotin samnefnd, pd er ekki annad viS 
J)au ad gjdra, en ad leggja saman teljara peirra, pvf teljararnir 
eru tdlur peirra, en nefnararnir mega ekki dlitast annad en sem 
ndfn eda heiti peirra hluta, erskulu samahleggjast. Samber(78) 
(79). Yerdi summan launbrot, pd gjdra menn pad ad blandinni 
tolu, skrifa brotid f summuna, en leggja beilu tdluna, sem f 
blondnu tdlunni er, vid heilu tolurnar, ef nokkrar eru. 

Daemi 5 /a + Va + 3 /s = 15 /a = l 7 /a 
pvi 5 attundu partar 

7 dltundu partar 

3 dttundu partar 



15 attundu partar = 8 Attundu partar + 7 dttundu partar 

= 1 heill + 7 Attundu partar. 

Samber (31). 
f>etta ma og sanna af (61), par summa kunngjdrdra kvdta er 
sama sem polynomium deilt med peim sameiginlega divisor. 
Brotin eru kunngjordu kv6tarnir, en summa teljaranna er poly- 
nomium, ddur en pvi er deilt med divisor. (78) (79). 
Eptir (61) er nefnilega 

a-\-b + c-{-d-\-e a b c d t 

n n n n n n 

og pess vegna aptur d bak : 

a t b c . d . e a + b + c + d + c 

— — 

n n l n n n n 

Dae mi med bldndnum tdlum: 
12 8 /s + 15 5 /a + Va + 2Vs = 31. 

H6r er summa teljaranna 16, summa brotanna 18 /a = 2; pessir 
2 lagdir vid heilu tolurnar gefa 31. 

92. Se brotin ekki samnefnd, verdur ad utvega peim sara- 
eiginlegan nefnara, samnefnara (denominator communis, d ddnsku 
Generalncevner). f>essi samnefnari verdur ad vera multiplum 
sfcrhvers binna gefnu nefnara, svo ad peir gangi upp i honum, 
pvf annars fengi menn brotna teljara. H&r ad auki er pad bezt, 
til ad komast hjd storum tdlum, ad samnefnarinn s& sd minsti 
samdeilandi allra ; hinna gefnu nefnara. fcegar buid er ad fiana 

8 
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hann, verdur a5 Anna 61lum brotunum nyjan teljara, ^aonig, ad 
|>eir nyju teljarar eigi vifl samnefnarann eptir eSli brotlenging- 
arinnar (84), svo aS hvert brot baldi sinni riltu staerO og gildi, 
J>6 tfllur feess verSi steerri. f>etta gj6rist me5 fvf a5 deila sam- 
nefnaranum mefi t>eim gefna nefnara hvers brots, og margfalda 
si&an hinn gefna teljara me5 kvtitanum; £& faest s& nyi teljari, 
sem & vifl hinn nyja nefnara, samnefnarann. En til J>ess afl tol- 
urnar verfli sem minstar, utheimtist og svo, afl brotin, sem 
samanleggjast eiga, haQ verifl fullstytt, &8ur en menn fara afl lit- 
vega J>eim samnefnarann. S6 nu samnefnarinn, efla si minsti 
samdeilandt allra nefnaranna, fundinn eptir (90) = m, og eittaf 

gefnu brotunum fullstytt = — ; kvtitinn, sem framkemur £egar sa 

nyi nefnari m er deildur mefl J>eim gamla n, er £4 heil tala = 

p eptir (89) ; t>4 verflur hiS n#a brot 

m 

= ap a . n ap 

np m m 

n — 
n 

ap ap 
Af -£ == -*- sest, ao p er einnig si sammaelir teljara og nefn- 
ara nyja brotsins — , er t>afl eetti afl styttast mefl eptir (84) (85), 
til t>ess a8 gamla (o: bid gefna) brotifl — framkomi. Reglan 

hvernig Anna skal nyja brotifl liggur {>& I ^, og segir, afl me9 
kv6tanum p eigi nu afl margfalda gamla teljarann a, til aS finna 
hinn n#a teljara ap, er eigi vifl nfla nefnarann m. Sd nu brotin 
«i «a <H ^t 

1>& verflur 

2± i f|a i £§ ft _ Pi q i+Pa q a + Pa 0» *"*Pt q t 

n i n * w 8 n t m 

f^etta rita menn venjulega og htegast £annig : 
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m 



**3 



n< 



Brotlengjararnir 

* (- S) 



Nflu teljar- 
arnir. 



P* a * 



j>a5 sem her er ( svig- 
um skrifast ekki, og jafn- 
vel ekki g& ddlkur, sem 
par er & milli strykanna. 
Brotanna fjOldi er t TON 
urnar 1, *, 8 • ••• t heita 
indices. 



Pz<*z 



Pt<*t 



p t a t ••••p t o t 



m 



Dflemi i tOlum. Brotin se «/«, 5 /»6, "/m, •/•«. Samnefn- 
arinn m finst pannig: 

4) 27 96 36 64 

3) 27 24 9 16 



9 8 3 16 
4 . 3 = 12; 12 . 9 = 208; 108 . 16 = 1728 = m. 
Ellegar fcannig: 

16) 27 96 36 64 
3) 27 a 36 4 
3) 9 



12 



3 4 

16 . 3 = 48 ; 48 . 3 = 144 ; 144 . 3 — 432 ; 432 . 4 = 1728 = m 

iw = 1728 



*L = 17/27 
n 2 

«3 i 



«t 



-=."/ 



W 



ft = 64 "I p,^ = 1088 3 



CD 

D 



p a - is a 
3 

i>3 = « • I 



p 4 = 27 



Pa«j 



£5^ 

90 £ 



^a 3 = 912 55* 



p 4 a 4 = 81 



I>d er gumma brotanna 



Pl<*l "" P4<*4 = 2171^ 

m 1728 

2171 /l728 — l" S /l728. 

8* 
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Hvernig J>etta er frarokvsemt, er annars kunnugt af reiknings- 
bdkunum. 

93. Fr&dragning brotinna talna og blandinna. Fyrst sub- 
trahera menn brotin, og verSa pau a8 vera samnefnd ; og efj>au 
era |>a8, verBur a5 draga tubtrahcndusar teljara frd minuendusar 
teljara, og skrifa nefnaraon undir. 

a b a — b 

= (a 

n n n 

£v( a5 a »tn partar — 6 n*« partar = (a — b) n^ partar. 
f>etta sannast einnig af deilingu polynomii (6\), J>vf 

a — 6 o 6 

n n n 

j>aB sannast einnig meB t>vf aB leggjasaman fr&draga ogmis- 
muninn, |>vi summa peirra & a5 vera == minkanda (25,2), pan nig: 

b a — 6 b + a — 6 ^ 

n n n n 

f>a8 sannast einnig af (78,1) meB J>vf aB leysa brotin upp i 
tvo gjOrendur 

— — — = <*.— — 6.— = (o — b)— = — — - eptir (41) (40) 
n n n n n n 

1 

J>ar a og b mega dlitast sem eoefficientar, en — sem bok- 

w 

stafur vaeri. 

S6 brotin ekki samnefnd, verBur aB utvega t>eim samnefnara. 
Hafl nefnararnir engan samnueli, m& gjBra brotin samnefnd meB 
J)vi aB margfalda sferbvers brots teljara og nefnara meB bins 

* « 

brotsins nefnara frannig: 

a b ap nb ap — nb ft 

n p tip up np 

En hafl nefnararnir sammaeli, verBur bezt aB bafa tolurnar sem 
minstar, og pess vegna nota reglurnar fyrir t>eim minsta sam- 
deilanda (90); hann veri m, J)& er 

V b m m . t 

n p n p ' 

m 

Dsroi: V28 — *U* = n /i96* fcessir nefnarar 28 og 49 hafa 

• • » • 

sammseli 7, og er {>& bezt aB titvega t>eim_samnefnara meB l>vi 
aB nota sammaelinn 
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7) 28 49 7.4.7 = 196 

4 7 

£4 samnefnarinn = 7 . 4 = 28; og 28 . 7 = 196, sem er 
m. £4 verdur 

±— b ^lgg« *;_lgj g _ 7.5 — 4.6 
n J 28' 49 ' b 196 

196 
e8a = 7.4.7 7.4.7 

4.7 7.7 6 — 7.5 — 4.6 



196 196 

= 35 — 24 = 11 



f>etta framkvsemist svo : 
196 



196 196 



6 /28 
49 



•/ 



7 
4 



35 Brotlengjararnir em h6r 

24 7 og 4 



n /i96 11 en nflu teljararnir 35 og 24 

94. Fleiri daemi i tolura: 
17 6 /e — 12 s /*. I>arf a8 gj6rast samnefnt. 

12 

17Va 10 2) 6, 4 _ 

12 8 /* 9 3~ 2 

5Vi2 1 Iter eru brotlengjararnir ekki skrifaOir. 

697 H6r verdur aS taka 1 til 14ns af heilu tOlnnni 697; 

436Vg s4 1 er = 8 / 8 , svo 8 /s — Vs = 7 /e; loksins 696 

260 7 /s — 436 = 260; ver5ur J>vi mismunurinn 260 7 /s. 

f>egar t>annig ekkert brot er I minuendus, nsegiraO 

draga teljara brotsins fr4 nefnara sfnum, 8 — 7=7, ogskrifa 

nefnarann undir. 

24 

1728 2 /s /16 8.8 == 24, Samnefnari. 

894 7 /s I 2± H6r verSur og svo afl taka 1 til 14ns, og 14ta 
833 l8 /24 19 hann hafa saroa nefnara sen) brotin. Harm 

er I>4 m /m; &4 gjOr 24 — 21 + 16 =19. 
Hvenaer sem taka fearf til 14ns, og brotin era orSin samnefnd, 
er bezt a5 draga subtrahendusar teljara frd samnefnaranum og 
leggja teljara minuendusar par vid, ef hann er nokknr til. 
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95. MargfOldun brotinna talna og blandinna. 

1. A5 margfalda brot e5a blandna t61u meB beilli. Urlausn. 
Margfalda teljarana i multiplicands meB multiplicator^ og skrifa 
nefnarann undir, e5a deil me5 honum, ef launbrot verBur, og J>u 
vilt gjOra |>aB a5 sannarlegu broti. Margfalda sfBan heilu tol- 
una i bl6ndnu t61unni, og legg far viB hiS heila, sem fekst ur 
launbrotinu. j>essi lirlausn er bygB & J>vf , a5 teljari brots er 
su eiginlega taia fess, en nefnarinn einungis nafn hennar e9a 
nytckin eining (78). t. d. *h er sama sem 5 sjOundu partar. 
Eigi nu 5 /t aB margfaldast med 6, {>& er eptir (45) talan 5 einn 
af peim jafnstdru addendis, og feirra fjOldi er 6, fa er summan 
eBa produktid =5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5 = 30 sjdundu 
partar = 80 /t = i*h. Heffli nu multiplicands verid blandin 
tala, svo sem 12 6 /7, er aetti a5 margfaldast mc5 6; fa atti 12a9 
margfaldast meO 6; 6 sinnum 12 er 72, og far viB leggjast 4, 
sem ur launbrotinu komu, svo produktid allt verSur 76*/?. Eins 
hef5i mitt gj5ra allan multipcandus aB launbroti, og margfalda 
sfBan, t. d. 12 6 /? = 89 /?; og 6 sinnum 89 / 7 er 68 Vt = 76 1 /?. 
Eins ma sanna fcssa margfOldunaraBferB af (78, 1), svo sem ef 

margfalda aetti — meB c, fa er 

a 1 1 ac 

-5- • c == Q • T~ • <* = CL . C • -7- = — • 
6 0. 

Geti margfaldi gengiB upp i nefnara margfaldanda, pi erftnn- 
ur aBferB til, og hiin gefur minni tdlur, nefnilega : a5 deila nefn- 
aranum meB multiplicator^ og l&ta teljarana f A dbreyttan, t. d. 

V11 x 8 = V* « l 8 /4. 

HSr f&um vfcr 7 Q6r5u parta ( staOinn fyrir 7 t61ftu parta, og 
gefur fa5 aB skilja, aB h6r er frettldun Akomin, fvf fjdrBu 
partarnir eru prefalt svo st6rir sem ttilftu partarnir; er \>k au9- 
skilifi, a5 teljarinn & a9 halda sir, fegar svona er a9fari9. 
Eptir hinni a&ferflinni heffli reikningurinn orfliB svo: 
Vn X 3 =* "/« = l 9 /i* — l 8 /4. 

2. A5 margfalda med broti. Urlausn. Margfalda mefl teljar- 
anum og deil me5 nefnaranum 

b ab 

c c 
f>vi s6 multiplicandus a og multiplicator b, pi er 
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c c 

og a ])& eptir (47) a5 margfalda a meB baBum fessum gjfirdnd- 
urn, og framkvaemiB er \>k kunngjBrt pannig: 

a x — = a X b . — =06. — 
c c c 

kemur svo fyrir eilt, hvort fyr er margfaldaB meB b eOa -• 

1 c 

Margfaldi jeg a mefl — , parf ad athuga hvad sii margfBldun 

c 

fyflir, a5 margfalda meB — . MuhipUcator kunngjorir, hvaB 

c 

margir se samleggjendur (45). Her eru J)d ekki margir sam- 
leggjendur, heldur einungis einn c^ partur ur einum samleggjanda 
(78); {>a& segir, a6 a skuli deilasti c jafnst6ra parta, [>essvegna 

JL_£_ 
c c 

j>etta skal n& aptur margfalda meB fainum odrum /actor b, eptir 

(95, 1), verflur 

1 . a . ab 

a , — . o = — .6 = — 

c c c 

scm segir, aB margfalda skuli meB teljara og deila meSnefnara. 

Sama kemur lit, ])d i kunngjorBa framkvaeminu a . — .6 fyrst 

c 

vaeri margfaldad saman a . b = ab, og J>a8 aptur mefl — ; J)vi 
I>aO gaefl eptir nyfundinni reglu — 

c 

3. Ad margfalda brot meB broti. Urlausn. Margfalda sam- 
an teljarana, kemur teljari framkvaemisins ; margfalda saman nefn- 
arana, kemur nefnari framkvaemisins. Sannast af (69), t>v( brotin 
eru kunngjor5ir kvotar efla deilingar, (79). fess vegna 
h m km 
I n In 

f>etta mA einnig sanna [>annig : f>ar margfBldun og deiling eru 

gagnstaeBar reiknings athafnir, {>& leiBir far af, aB ef -r- x — er 

l n 

margfaldaB meB In, og sfBan pvf framkvaemi aptur deilt meB In, 

Tc 771 

1>4 htylur aB framkoma — x — dumbreytt aptur fcess vegna: 
h m , h m hm 

— X — =/n . -r X — = — 

I n "" I n In 

•• •» 

i 

I . n 
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H£r era tvcir punktar skrifadir undir fad, scm gengur upp tavafl 
k mdti Gdru. 

96. Daemi i tolum og styltingar 

Va . 8 /6 — 21 /40 t>vf 7 - 8 /8.5 — 2l /40 

16V6 X »/lT = 84 /* . 8 /t7 = «"/•• = 2»*,85 

|>etta m& reikna med mOrgu m6ti, t. d. 
16 4 /» X 8 /n — Va . 8 /i? + 16 . 8 /n 

— If /aa + 48 /t7 (t>vi l6, 8 /n — ls /i. a /if — *•/«) 

— 12 /86 + 48 /n . 6 /6 (til a5 gjdra brotin samnefnd) 
= 12 /85 + S4 %6 = *•■/•■ = 2 M /aa. 

Hftr sist s& einfaldasti m&ti a5 gj6ra heila t51u a5 launbroti, 
(samber 82) aft skrifa 1 undir hana, svo sem hdr 16 = 16 /i. 
Annars er skriptin i pessari margfdldunaradferft nokkud Idng, 
einkum af [)v( l2 /s6 er skrifad upp aptur og aptur. f>etta mi med 
t>ridja haetti reikna pannig: 

1 6*/s x 8 /i7 fcessir l */s6 eru framkomnir af Vs . 3 /i7', en 

8 ^ i2 i6 . ■/„ = 8 /n . 16 - «/„ - Hiii . 

70 84 /l7 + 14 /l7 — 2 + 14 /i7 = 2 14 /l7. £vi 



12 /86 
2 l4 /i7 



2 82 /85 82 naest era brotin gjdrd samnefnd, og samanldgS. 

Fjdrfii m&tinn er ad margfalda 16 4 /s med 3, 
og deila svo med 17 eptir (95, 2); en af f>vf ekki er buid hfcr 
ad sjna deilingu blandinna talna med heilli tola, verdur J>ad Mr 
fyrst ad bida. Fimti m&tinn er ad taka i part multipUcator, og 
pa5 ver9ur her lika ad bida. 

8 . V12 = 8 /i . V11 = *Vii = ** 7 /a — 14 /s. 
Her md stytta teljara bins eina brots m<5t nefnara bins ann- 
ars; nefnilega 8 m6li 12, fcvf 4 ganga upp f badum. j>ad m& 
ef vill skrifast svona: 

■A . Vxt = l4 /a. 

8 

Eins ma stytta 

8.7 4.2.7 2.7_ 14 
12 4.3 — 3 — 3~ 

Eins ma stytta eptir margfdldunina 

4 

■•Vii — "/ulWs 

8 /» . 16 /i6. H6r mi stytta & tvo vegu: 
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1 5 

9 ' 19 ~~ 3 . 2 — 6 

3 2 
ellegar 8,1 /3.3 . 8,5 /8.2 = 8 * l,3 - 6 /3.3.8.2 = 8,1 ' 3 * 6 /8.8.8.2 = l,6 /8.2 = 5 /e. 

|>etta ma med b6kst0fum framsetja pannig: 

d (i 

be . j-z = c . -:, par er b sammaelir heilu t61unnar og brotsina 

nefnara. 

— 3 . — = -= . — .bar md stytta mefl a og c a vfxl. Einnig 
cd ap a p 

a. — = — og loksins— . — = 1 , er segir, a8 begar brot s6 
ac c b a ' ro 

margfaldafl me8 sjalfu sir umsnunu, pa komi 1 fit. 

97. A5 margfalda blandadar t51ur saman. Tdlornar mega 
gjorast a5 launbrotum, og pau sidan margfaldast saman eptir (95, 
3), ellegar bI6ndu<)u tolurnar dlitast sem polynomia og margfald- 
ast eptir (53, 2). Daemi: 

4*/ 7 . 5Vs = 30 /7 . 16 /a = 8 ' 10 /7 . 16 /a = 10 / 7 . ie /i = 160 / 7 — 22 6 / 7 
ellegar : 
47? X 5Vs Her mi segja 5 sinnum 2 / 7 er 10 / 7 = l 3 / 7 . 
21 Sd 1 heili geymist, en 3 / 7 skrifast. 5 sinnum 

2 1 3 /7 9 4 er 20 og par vid legst 1 geymdOr, kemur 

l 9 / 2 i_9 * 21 ; er pd komid 2l 3 / 7 . Nu ma gj6ra 4 2 / 7 a5 

22 18 /2i = 22 6 / 7 8o/ 7 g margfalda me5 V 3 , kemur 80 /*i= l»/ 2 i; 
petta lagt saman \i8 2J 3 / 7 gefur22 6 / 7 . FJeiri aMerBir fast, peg- 
ar bui5 er a5 tala urn deilingu blandinna talna. 
I b6kst6fum geta blandaSar tolur pannig fyrirkomiS. 

V cA f) c ' f cf 

petta saman i eitt, ma margfalda og deila ad me5 c/> ae me5 c 

og bd me8 ft og leggja saman, kemur —p + -r- H — 5 + -; 

cf cf cf cf 

me8 pvi a8 margfalda hvern lid me5 nefnarastdfunum, sem 

vanta, svo liBirnir verSi samnefndir; pi verOur summan 
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acdf + ace + bdf + be 



of 
Vilji eg heimfaera feetta upp & naest undanganganda talnadaemi 

t>& er: 

a, b, e, d, e, f, = 

4, 2, 7, 5, 1, 3 

t>& er og frarakvaemid 

= 4.7.5.3 + 4.1.7 + 2.5.3 + 2. 1 

7 . 3 
= 420 + 28 + 30 + 2 _ 480 _ 996/ 

21 — 21"" ^ /7 ' 

98. Deiling brota. 

1. A5 deila broti med heilli tdlu. Deil teljara brotsios med 
heilu tdlunni, og l&t nefnarann 6breyltan ; ellegar ef deilir geng- 
ur ekki upp i teljara deilanda, fed margfalda nefnara deilanda med 
deili, og lat J)& teljarann dbreyttan, t. d. 8 / 9 : 4 = 2 /a, J>vi 8 
niundu partar deildir me5 4 er 2 niundu partar. Einnig ma hafa 
bina adferdina, ad margfalda nefnarann med divisor, |>annig: 
8/ 9 . 4 = 8/ 86 _ "2/ 9 . ^r er £4 gtytt brotiS me6 4. Ad siflari ad- 

ferdin s& Jika deiling skilst pannig : ad pegar 8 /9 skal deilast med 
4, og menn taka 8 pn'tugustu og sjottu parta f stadinn fyrir 8 
niundu parta, J>a verdur stserdin 4 sinnum minni, vegna pess a5 
bver jjritugasti og sjotti partur er 4 sinnum minni dhn niundi 
parturinn. Badar pessar adferdir mi og sanna meS |>vi» a5 marg- 
falda hinn fengna kvdta me5 divisor, J)vf t>& & fram a8 koma 

deilandi eptir (58, 3), t. d. — : a = — t>vi a . — = — , er sann- 

c c c c 

ar {)& fyrrri. — : f = - h v f f . - = -?==-, sem var divi- 

t t\ Cf 6J t 

dendus. Her var stytt me5 f. 

2. Ad deila blandinni tolu med heilli. Deil fyrst heilu tdlunni 
f dividendus med divisor, og skrifa t>ad heila, sem kemur fit, i 
kvdtann, en verdi afgangur af heilu tolunni, (>a tak hann saman vid 
brotid, svo blandin tala verdi. Gjdr t>essa bldndnu tdlu ad launbroti 
og deil J>vf med divisor, eptir (98, 1). Daemi: Ad deila 437a : 5. 

5) 43 7 /s Hfcr m& kveda svo ad ordi: 5 i 43 er 8 sinnum. 

8 34 /ia Skrifa 8 i kvdtann, ganga af 3, Jiess vegna 3 7 /» = 

**/t; ^essuskal sidan deila iped 5; en t>ar 5ganga 
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ekki upp i 34, J)4 1st eg £& tibreytta, en margfalda 9 meS 5, 
kemur 45, svo allur kv6tinn ver5ur 8 34 /45. S5nnun: 

43Vs = 40 + 3 7 /9 = 8 + jWp = 8 + * 7 /b + 7 /» = 8 + u h 
5 5 5 5 5 

= 8 + 84 /45 = 8 84 /45. Samber (82) og (98, 1). 

3. A5 deila me5 broti. Margfalda mefl J>vf umsnuna broti: 

. b c ac 

a : — = a . — = — 

c b b , 

|>vi s& divisor margfaldaSur me5 fessum kv6ta, l>& kemur <Ji- 
yidendus, nefnilega: 

b c b c be 

— X a . ~ = — . a . 7- = a • - .7- 
c 6 c c 6 

en - . ~ = 1 eptir:(96) 
c 

b c 

seinast, fess vegna — . a . •=- = a, sem er dividend™. |>egar 

nefnilega er tekiS framkvaemi deilis og kv6ta, t>& verSur fram- 
kvsemi hinna Dfugu brota = 1 ; svo a5 deilandi ver5ur tfbreytt- 
ur eplir, t. d. i tolum : 

7 : »/ 6 = 7 . 6 / 5 = 8 2 / 5 . 
H 5 /e . 7 . % = 7 . 5 /e . 6 / 6 = 7 . 1 = 7, fcvf 6 /e . 6 / 6 = 1. 

Hva5 er nefnilega 6 /e . e /s? e8a 6 flmtungar af 5 sjSttungura? 
Fyrst er a5 sj$, hvafl 1 fimtungur af J)eim 5 sjottungum er. 
Hann er 1 sj5ttungur. En svo er p& a5 taka 6 t>essa sjottunga, 
og J>a5 er 1 heill. f feessu V ar 6 /s latiS vera margfaldi, en 6 /s 
margfaldandi. Sanaa kemur fram & hinn veginn, ef 6 /e er latiS 
vera margfaldi, en e /s margfaldandi. Hva5 er 5 sjflttungar af 6 
fimlungum? Syar: J)ar 1 sjoltungur af f)eim 6 flmtungum er 1 
fimtungur, |>a ma taka 5 pessa fimtunga og pad er 1 heill. En 
svo v&r komum aptur til deilingarinnar, |)4 var bfcr spurt, 
hversu opt eru 5 /e innifaldir i 7 heilum? |>a5 ma skoSast sem 
su spurning: Hversu opt er 5# innifalid i 7rikisd51um? Vaeri 
b&r spurt urn 1 #, pb vaeri pad 42 sinnum innifalid i 7 rikisdOl- 
um, en 5 # er fed 5 sinnum sjaldnar innifalid f j)eim en 1|; 
t>ess vegna eina og 42 : 5 er 8*/s, svo er 5 /« i 7 = 8V5 sinnum. 
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4. AS deila med blandioni tdlu. GjOr deili aS launbroti, og 

far sidan a5 sem fyr segir. 

Dsmi: 834 Ve : 6V* 

834Ve : 6V* (= t5 /«) 

(4 

25)3336*/s (I33V25 

25 

83 

75 



86 
75 



1 1 1/ 8 = 86/ 8; 85/ 8 . 25 = 86/ 75 = 7/„ ; ^834Ve^l 33 Vis. 

6V* 

834 Ve 
f>ess konar skript sem t/ gelur skodazt sem brot ogkall- 

ast p& brotabrot (fractio fracta), pegar nefnilega annadhvort baedi 
teljari og nefnari, ellegar annar peirra er brotin eSa blandin tala; 
peir geta einnig verid fleirlidadir eda polynomia. En til ad gjora 
sli'k brot ad einfdldum brotum, er h&gast ad margfalda teljara og 
nefnara me5 samnefnara allra brotanna. fmnnig mi margfalda 
pessa brots teljara og nefnara med 12, sem er samdeilandi nefn- 
aranna 6 og 4, pannig : 834Ve . 12 — 10010, og 67* . 12 
= 75, svo einfalda brotid verdur = 10010 /75; og ,ef pad ergjdrt 
ad blandinni tdlu, verdur pad = 133 7 /is eins og ddur. Med 
sama ba?tti mi Anna: 

n m amnp + bmp — cnp 



, , e_ , f dmnp + cmp + fmn 

n y 

H6r er samnefnari brotanna = mnp, pad er framkvaemi allra 

nefnaranna m, n, p; med honum margfaldast a, keraur amnp f 

b . bmnp _ c . cmnp . 

svo—, kemur £ = bmp, svo—, kemur — --£• = cnp: par 

n n tn tn 

ncest d, kemur dmnp; sfdan -, kemur " — emp; og loksins 

n n 

-, kemur '^^ = fmn. 

99. 1 (96) g&tum v£r pess, ad pi ad svo stdddn gsetum vfcr 
ekki synt 4. m&tann til ad margfalda I6V5 x 8 /i?, en nu viljura 
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ver gjora t>ad, nefnilega ad margfalda 16 4 /s me5 3, og deilasifi- 
an meS 17, Jrannig: 

I6V5 X 3 H6r * er 3svar Vs = 12 /* = 2 2 /s ; skrifa */s i 

17)50 2 /s productid, en geym 2; 3svar 16 er 48, og 2 

2 82 /85 geymdir er 50, s.em skrifast iproductid, svo^ar 

er komifl 50 2 /s. Nii byrjar deilingin me5 17: 
17 1 50 er 2svar; 2svar 17 er 34, dregiS fra 50 (i huganum), 
er eptir 16 og me5 brotinu 16 2 /s = B2 k. fetta k nii lika a5 
deilast.med 17; .en 17 gengur ekki upp i 82, verSur p\i a5 
margfalda nefnaranri 5 me5 deili 1 7, kemur 85, svo ad 16 4 /s x 
s/ 17 = 2 82 /85, eins og fundid er i (96). 

100. Margfdldun og deiling me5 broti Ifcttist opt mefl fvi 
a5 taka multiplicator i parta, ems og hinar practisku rerknings- 
baekur kenna*. Su adferd er ad sundra teljara multipUcator* 

- i samleggjendur, a5 ver5i 

/ r T6!urnarvi<Jneflrahornstafs-^ 
V = *i + '2 + r* • • • • ^i ns heita Indices (saetisvisarj. J 

Jjannig a5 s& fyrsti samleggjandi r t gangi upp i nefnara brots- 

1 
ins q og sfe = — q; hinn annar r 2 gangi upp i r x og sd = 

a i 

— r- = — • — q; hinn brifiji samleggjandi r 3 = — r 2 = — . 

1 1 ., , 11 1 .. . 

/aQ 0. s. fry. r n = — . — — — q, pa verour 

a»a 3 " «i a 2 a n 

E = !1 + *^ + r^ ^n 

q q q q q 

Me 5 J>essu polynomio margfaldast J)a multiplicands M (51) ; 
en ^essar muUiplicationir sniiast allar 1 deilingar me5 staerSun- 
lim a u a 3 , a 3 •••• a n l>vi 

if X — = -^-7. =. — tfif = — M, en an er 1. divisor, 
q q M t a t 

M x r A=Ii M ^t % 1 M „± 9 ± M Og a 2 «4 2. 

g g * o t a 2 a ± a 2 divisor. 



*) t. d. J<5ds Gui&mundssonar lugfrafotigs, bis. 134, 0. s. frv., og prestsins 
lira SigurW Slvertsens i tftskilum, bis. 7$, 0, 5. frv. 
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_, r, r s M i 1 1 „ 1 1 1 „ 

M X -± = J — = — . — • — qM «= — .— . —M 

q q <*i ** <** (*i <h «3 



Jbf X — = = — . — ■••• — qM =s — . — ..-—If 

q q a t a 2 a n a x a 2 a n 



111 + 

a a a 3 a 4 



ktid\-productid verSur J>& 

Ejr- (1+1.1+1.1.1+1 

q vaj a 2 a 3 a x aj 03 a^ 

— # — .... — 1 j# ellegar 

= — M A . — M H . — . — M + • • • • — . -r • -** 

a t a t a 2 <*% a* <h a i <* a a 

eptir (51). 
far teljarar brotanna i hverjum lid eru Mr = 1, ])& snuast 

allar feessar margfaldanir i deilingar me5 kv6tunum a. En fess 

vegna dtti r x a8 ganga upp i nefnara aSalbrotsins q, aS nefnar- 

Inn segir, hva5 margir s& partar heildarinnar eptir (78). Heildin 

er hfcr -; brotid, sem margfalda skal me5, er -; si partur Jess, 

sem hfcr er tekinn i fyrsta H5, er — . Hana & aft styttast mefl 
teljara sinum r u svo teljari fyrsta liOar verdi 1. fess vegna J>arf 
r x a5 vera sammaelir sjftlfs s(ns og nefnarans q. r x ]>arf p\i a8 
ganga upp i g, eins og &5ur er sagt. Nti styttum vir brotiO: 



*i 



q 



1 



r 1 

f>annig er £& — or5i5 a8 — . Nil komura v8r til hins ann- 

q a x 

ars lioar— og viljum utvega t>vi broti teljarann 1, eins og hina 
fyrra. ~ V&t hljdtum t>vf a& stytta brotiD— mefl sammselinum r„ 

r 7 t 

4 lft) 
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Ver furfum mi a5 sjd svo til, a8 $- verSi ekki brot. eins og 

r a jo 

t>a8 synist hSr vera, heldur heil tala, t>6 i brotsliki se (sem sumir 

kalla 6eiginlegt brot). f>essu komum vSr til leidar mefl pvf a8 

velja r 2 fannig, ad su staerS gangi upp f r lf farv^r Ifctum adur 

« i 

*i ganga upp i q og vera —a e8a — / sir setjura bvi ts = — r t 

— = — • -jfc svo — ver9ur = — " = — 

a a a \ a *** a..a*a a* a 



styttingin verdur: 



og toot- 



s' i«l«2 

l>annnig er fca annar liflur f rOSinni - 

r a 1 11 * 

2 a^ a* * a 2 

Me8 sama haelti verSur s6rhver li3ur i r68inni £ 

q 
r m 1 



Oia a a 3 a m 



Ul4-±4.-L . _i 



svo a8 - = 1 1 » + 

q a x a x a 2 a x a 2 a 3 <*\<i 2 a z « n 

H6r p^Sir a m serhvern divisor, mta divisor, e5a J)6 heldur sein- 
asta divisor Midnum. far & m6t £^5ir o n seinasta divisor i 
allri roOinni. 

101. Vi5 {>essa partatekning nota reiknfngsmenn serlegan 
ritmata, sem ekki er bafdur anoarsstadar. Undir multiplicator 
£ skrifast nu r05in bannig: 

q 

JL 

q 

r t — bVSir : — er — ur — e5a heilum. 

«i q «i q 

1 r \ r 

1*2 — byOir : — er — ur — e9a ur fyrsta H8. 
«j 8 «a q 

1 r 1 r 

r 8 — by6ir: — er — 6r — e8a fir 68rum li5. 

03 q «» « 

r n — M 3ir: - er — lir !i!=le6a lir naesta 115 & undan. 
D«roi. B»r vil eg margfalda W836 x m58 /iooi*. 
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M = 54836 



M = M x = 18278V. 



— M x =M 2 = 182787s 

— M 2 =if 8 = 3655 ll /i5 



x 

15015 Nflotelj- 
v , m s tramir 

5005 10010 
5005 10010 
1001 11011 



L-lf 4 =Jf 5 = 

i- JU T = M t = 
±-M B =M 9 = 
I- J/ 9 = M l0 = 



3655 u /i5 

522 26 /io5 

522 26 /io5 
47"Vn55 

47 551 /U55 

47 W1 /l«5 

47 661 /n55 



12368 /l5015 =-^ 

r f = (5005Vs l — 
r 2 = (5005Vi — 
r 8 =(100175 — 
r 4 =(1001Vii- 

«4 



1001 11011 
143 3718 r 5 = (143 1 /? — 



«s 



MS 3718 r 6 = (I43 l /i — 

«6 



13 7163 r T = 

13 7163 r a = 

13 7163 r 9 = 

13 7163 r 10 = 



on 



if 10 = Jtfn= 
7J/ n = 



3 9791 /l5016 

23 8477 /i*oi5 



1 
1 



9791 7r n = 
8477 



(137i l — 

(137i J- 

(ISVi — 

dVis — 

(77i *- 

a ll 



45l32 6808 /i60i5 



96398 



Hfcr ma vara sig & skrifmata |>essarar a5fer5ar og ilita ekki 
t51urnar, sem hfcr standa, r m fyrir blandnar tOlur, bvo sem 500573, 
beldur J>y3ir {>ad her, &5 5005 s6 7'a ur einingunni e5a a9ur tekn- 
um portum hennar, eins og segir upphaflega i J>essum toluliS 
(101). Einungis heilu tolurnar eru r m en brotin, sem standa apt- 

an vio paer, eru — . Teljari multiplicators p = 12358 er her 

leystur upp f samleggjendur: r x = 5005, r 2 = 5005, r* =* 
1001 o. s. fry., verdur J>a 

P = r t + r 2 + r 8 + r n eptir (100), 

en {>essir samleggjendur verfla allir a9 geta gengid upp i nefn- 
aranum q og adur teknum pOrtum teljarans. Se nefnarinn litill, 
geta menn haeglega fundid |)aer tolur, er hafa J>essa tvo kosti til 
a5 bera. En se nefnarinn st6r tala, t. a. m. i i>essu daemi, mi 
hafa fcar til bragO eitt, nefnilega a9 leysa nefnarann upp f sfna 
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gjdrendur. Eptir deilileiks einkunnunum hinna minni talaa (86) 
geta menn fundffi maela margra talna, og hvad nefnarann i pessn 
daemi dhraerir, ma nu pannig adfara: 

3) 15015 = 3 . 5 . 7 . 11 . 13 . 1 factorar I 15015 
5) 5005 = 5 . 7 . 11 . 13 . 1 factorar i 5005 

7) 1001 = 7 . 11 . 13 . 1 factorar f 1001 

11 ) 143 = 11 . 13 . 1 factorar i 143 

13) 13 13.1 factorar i 13 

1 1 faceor 1 1. 

Her ma pd fyrst nota fyrsta factorinn, sem er minstur, og 
vcr5ur af hontim kv6tinn mestur 5005. Eg laet pd a x vera 3, 
en r x = 5005, o: productib af hinum. Nu get eg tekid aptur 
5005 af teljaranum p fyrir r 2 , og pd laet eg a 2 vera ==1, til 
minnis um ad J>a3 sfc hid sama sem adur. Nu ma eg ekki taka 
5005 optar af p, pvi pad verdur of irikid. j>egar eg mi vil 
skygnast eptir factor, sem baedi gengur upp 1 # og lika upp i 
peim adur tekna 5005, pd befi eg ekki um adra ad velja en pa, 
sem her standa haegra megin i annari lfnu, nefnilega 5,7, 11, 13, 
pvi pad eru factorar baedi ( 15015 og lika i 5005, og vel eg 
pann minsta af -peim fyrir org, en product hinna factoranna 
fyrir hid naesta r, nefniiega 7 . 11 . 13, sem er 1001. Eg hefl 
pa fengid r 3 = 1001, sem ekki er of st6rt, og a 8 laet eg vera 
5. Nu get eg tekid 1001 aptur, laet eg pad pa vera r 4 , og par 
eg nota pad aptur, laet eg <z 4 vera =1. En pd vantar mig i 
teljarann p, til ad fylla hann, 346, en faclorarnir i 1001, sem eg 
hafdi seinast, eru eptir pvf, sem eg nupegar fann, 7 . 11 . 13. 
Eg vel pd 7 til ad vera a 5 , pvi pad gengur upp i 7 . 11 . 13, 
og er par i 11 . 13 sinnum; en 11 . 13 erl43, og par pader 
ekki of sWrt til ad takast af 346, pd last eg 143 vera r 6 . Eg 
get mi tekid 143 af peim 203, sem nu eru eptir, verda pd eptic 
60. j>essir sidar teknu 143 verda pd mitt r 6 ; en a 6 verdur = 
1, par eg t6k 1*43 aptur.' Factorarnir i 143 voru 11 og 13, 
eins og ver pegar saum, og tek eg nu hinn minni, nefnilega 11, 
til ad vera o t , verdur pa hinn factorinn 13 ad vera r T . Nu ma 
raunar taka 13 fjdrurn sinnum af 60, en menn lata s6r naegja 
ad taka pad fyrst einu sinni, og a T verdur pd 11. Svo geta 
menn gjdrt hvad pejr vilja, anoadhvort ad prefalda r T og skrifa 

9 
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pad product par neflan vid, og rita einu sinni 8 /i I stadinn fyrir 
alia — — og — og er b& vegur skemri ellegar eins og eg 

hefi her gjOrt, a5 margfalda ekki r T , heldur leggja 13 prisvar 
sinnum vi5 og l&ta n 8) a 9 og a 10 vera 1. f>egar petta er bui5, 
hvor vegurinn sent farinn- er, pi eru engir mslar eptir nema 1, 
til ad vinna upp p& 8, sem eptir verda, pegar teknireru 13fjor- 
um sinnum af 60, verdur J>vf a5 nota maelinn 1, sem gengur 
upp i Ollum beilum tolum. f>& ldta menn hann gjarnast vera r 
einu sinni, og margfalda sfdan raed 7, til a5 fylla p& 8, sem eptir 
sttidu af teljaranum p. 

I>a5 sfcst nu vinstra megin i utreikningi pessa daerais, hvernig 

deilarnir a eru notadir hver eptir annan til a5 deila dividendus 

M. Fyrst deilist M me5 deilinam a l9 og er pad hid sama sem 

ad margfalda M me5 — og tost kvtitinn M t e5a l li hlutinn af 

a i x 

Jfcf. |>ar naest deiiist 3/j med a 2 ellegar margfaldast me 5 — og 

svo hvad af 60ru, pangad til 611 a eru bain. En hafl madur 
gengid margfOldunar veg l r m og a m , sem er stundum skemri 
leiSin, pa verdur lika & somu stodum eda somu lidum ad yi5- 
hafa margfaldanir & kvtitunum. Eptir (100) var adal-productid 
pannig ritad: 

£-M = -i-M + - . —AT + JL.JL._Ijf .... 
g «i <*x a& o x a 2 <% 

Til ad gjdra petta fyrirferdarminna, m& setja : 

fyrsta lid —M = M u sem er ltt hlutinn af M, 

annan lid — J_i = 2tf a 
a 2 

pridja lid — Ifj = Ztf 3 og yfir hofud : 

m ta H8 — ^ m -i = M m ] p4 verdur adal-proAicrtfl: 



m 



-|-M = Jf t + M, + M 3 + M 4 •••• lf m •••• lf n 

|>essi skrifm&ti er hSr notadur vinstra megin i daeminu, ellegar, 
sem er sama: 

f etta er nu, pegar lengri vegurinn er farinn. |>ar & m<Jt, pegar 
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hinn skemri er far inn, ])& hlaupa fleiri lidir saman i einn, svo 
lifiirnir verda faerri, af fevi t>eir eru jafnir. Deilingin meft a m 
snyst t>& f margfdldun. Rddin, sem teljarinn p var sundradur f, 
var tdknud feannfg: 

1> = *i + r 2 + r 3 + r 4 

f>egar nu i henni eptir h lidi koma ft lidir jafnir lidnum r h , [)& 
margfaldast lidurinn r h med ft, svo naesti liSur r h ^_ 1 verdur = 
ftr h ; |>vf vid alia pessa ft lidi verda deilarnir: 

°h+l °h+2 °h+3 •••' «h+k 

allir saman hver fyrir sig = 1, og brolin sjalf = x /i == !• f 
stadinn fyrir samlagninguna: 

*h+l + 'h+2 + r h+3 •"•• + ni+k 

kemur J)& margfoldnnin fcr h eptir (45). 
Rodin verdur J>ess vegna: 

P = *i + *a + *3 •••• **h + hr h + r h+2 + r h+3 •••• 
og af J>essari orsdk verdur hiin ft — 1 lid styttri. 

t talnadaeminu 54836 X 12358 /i6oib h&r aS framan koma eptir 
r T fcrfr lidir jafnir vid r t , nefnilega 

*8 *9 og r 10 
og |>ad fyrir \)b skuld ad 

a 8 <*9 °8 a io 

urdu hvert fyrir sig = 1 og feess vegna brotin 

— — og — * 

<*8 °9 °10 

= Vi Vi og Vi . . . " 

= 1 1 og 1 
og far 1 breytir engu vid margfdldun, fea verda 

*8 **9 r io 

= r t r T r t 
Hfer er h = 7 og ft = 3, r h =* r T , = 13, fcr h = 3 . 13 =» 

39, hid nfla r h +? = n^tt r 9 = T Vr> t>vf s& nasti divisor, 

sem nii heitir a 9 , er= 13, ogmed honum skal deila, ekki fceim 

naesta lid & undan, nefnilega ftr h = r 8 , heldur t>eim, sem J>ar er 

& undan, hinum einfalda r T » 13, verdur f4 r 9 = 1. fegar 

biiid er ad taka r 9 =*= 1, t>a er biiid ad taka 53 af teljaranilm 

60, sem eptir var ordinn af p, feegar r t skyldi takast. j>ad er 

9* 
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\>h einungis 7 eptir 6teknir, hvort sem heldur er af 60 eilegar 
af 12358, sem var p. En nu fast engir maelar framar ur nefn- 
araoom q, eins og vir &&um, J>egar vfcr leystum harm upp i sina 
factora. J>eir voru 3, 5, 7, 11, 13, 1, og erum v&r bunir ad 
nota [)4 alia nema 1, sem mselir allar heilar tolur. Ver bljotum 
J)vi a5 nota hann, og J)a9 7 sinnum a5 nyju, til a5 fylla J>essa 
7, sem eptir eru af teljaranum. H£r koma J>& 7 liflir jafnir eptir 
r 9 , og J)a5 jafnir r 9 , likt og nu J>egar skedi. HSr verOur nu A 
= 9 og k == 7, og einkenni eg fetta fc fr& binu fyrra raeS 
stryki Jrannig: k\ f daerainu hira&framan hafdieg pessamarg- 
foIdtinaraSferS, af t>vi mfcr var leitt a5 skrifa svo marga sam- 
leggjendur. 

Til a9 glflggva fcetta betur, reikna eg bfcr aptur sfdara hluta 
daemisins me5 skemri adferdinni og byrja £ r T . Nu er J>& 
12358 — 5005 — 5005 — 1001 — 1001 — 143 — 143 = 60. 

Af p standa eptir 60 
^5015 60 /isoij=Viooi 

Of Oi 

M t = W,= 3Jf t =142J$$ 39 6474(89 8 /i r 8 = 3r T = kr, 
J(f 9 =-if t =Vi3Mt= SftVft 1 9791 (l.'/i» r 9 =Vi3r t =-r t 

(J9 CZg 

M 10 =k L M 9 = 7if 9 =J5iH^ 7 8477 (7 7 /i r 10 = 7r 9 =fc'r 9 

219 T WA 31905 
Summa liSanna i a5al- produclinu —M nidur a5 li5num 3/" T 

var or5in ===== 44913* 438 /i6oi6, ogfegar 

far vi8 bstist fir siSara hluta . . . 219 187B /ibois 

- 

ver5ur summan aOalframkv&mid . . 45132* s08 /i&oi5. 

102. Fleiri talnadaemi viljum ver setja her til a9 skyra bet- 
ur ymsa eiginlegleika feessarar aSferSar, M getur verid brot e5a 
blandin tala, einnig fleirkonar tolur. V&r tOkum t. d. */i x 6 /ia 
j>a8 m& gjdra & fleiri vegu syo sem : 

3 /7 x V12 12 == 2 . 2 . 3 

- 28 — 4 = 2.2 

Vt 4 (4V3 n^ r er bezt a8 velja factorinn 3 fyrir a l9 

V* 8 * ( l V* £vf ef eg vel 2 til a8 vera a u && ver5ur 

B / 28 5 productid af hinum tveimur 2 , 3 = 6, of 



8 


«7« 


14 


«v« 


8 /28 


dVs 


,28 


(lVi 


Vl8 
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st6rt til a5 vera r 1} J>ar teljarinn er einungis 5. f>egar 3 er a,, 
J>& verdur r t = 4 ; vantar J)A i teljarann 5 einungis 1 , sem er 
7* af 4, svo r 2 er = 1 og a % = 4. Med a t == 3 deili eg nu 
deilanda 3 /7, og fae V7. |>essu deili eg aptur mc5 a a = 4 og 
fae V28 eptir deilingareglunum (98). f>ad gat ma&ur einnig gjdrt 
a5 nota gjorandann eda maelinn 2 fyrir a t pannig : 

3 h x 6 /i2 Me5 pessu mdti fae eg kv6ta 6, sera aSsSnnu 

er of stor i teljarann; en jeg stryka hann ut, 
til mfnnis um a9 taka ekki inn 1 summuna |>a0 
sem ut af honum keraur. Samt deili eg divi- 
dendo 8 /7 me5 2, og fae 3 /n, og stryka £a5 ut 
somuleiSis. |>vi naest deili eg 3 /i* me 5 sfdara 
V28 maelinum 2 og fae eptir (98) 3 /28, en stryka t>a5 

ekki ut, af t>vi pad r, sem J>\*i a fylgir, er ekki 
of st<3rt i teljarann 5. Aptur deili eg s /2& med maelinum 3 og fae 
V28. Nu vantar mig enn mi 1 1 5, og tek 1 annaS sinn og 
skrifa. par vi5 7i> og p& skrifa eg V^s annaO sinn. Loksins legg 
eg saman brotin 3 /28 + V28 + 7*8 = 6 /28. N6 viljum vfertaka 
petta enn oSruvfsi og skipta um multiplicator og multiplicands 
eptir (46) pannig: 

6 /i2 x 8 /7 far 7 hefir engan maeli nema 1, J)a verdur 

84 — ~ gar tit a5 nota hann, og ganga J)ft margfdld- 

6 /s4 5 (PA unarveginn. Eg set pvf rj = l. En pad, 

6 /42 10 (2 2 A sem p ann e i na vantar i teljarann, verSur J)d fr. 

5 /28 15 /84= 5 /28 Eg deili J>4 6 /i 2 me5 7 og fae 6 /s4. fcetta 

brot 5 /84 margfalda eg roed fc = 2 og fae 6 /*2. f>essi brot 5 /s4 

og V42 gj&rast mi samnefnd og ieggjast saman, faest ,5 /84, sem 

mi stytta me5 3, faest t>4 5 /28. 

fegar tolurnar eru litlar, [)& er pad skemra en partatekning- 
in ad margfalda teljarana saman og nefoarana saman eptir (95). 
Nu viljum ver margfalda blandna t51u 314% me5 Vie. 
314 8 /4 x Vie 16 = 2 . 2 . 2 . 2 e5a 

— 64 4.2.2 

78 1 7i6 44 (4 1 /* HSr get eg tekid tvo fyrstu gjflrendurna 

39 1 7s2 22 {272 a f 16 saman, nefnilega 2 . 2 == 4 og 

_19* 3 /64 A$_ (P/2 latiS t>& vera a u pa verSur r t pro- 

137 46 /64 109 ductid af hinum o5rum. Eg get fvf 

verifl viss um, a5 hinir factorarnir ganga upp i r u get eg fed 
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.- r« r 2 M i 1 1 „- 1 1 1 __ 

M X -* = — — = — . — • — qM = — . — . —if 
q q a<j a 2 a% a t a, a 3 



M x — = = — . — ••• — qM = — . — • • M 

q q a t a 2 a n a t a 2 a 



J. l 1 + 

a 2 a 3 a 4 



A8al-pro&ic*tfl ver&ur J>& 

£*= (1+1.1+1.1.1+1 

# vaj ^ a 2 a x a 2 a 3 a t 

— # — .... — | 3/ ellegar 

1 ir . * * irx * * * irj- 1 * * *»f 

— — jf J # — jf ^ # — . — jf -^- • . . . — , _. . jf 

<h a t Oj ai a 3 a, a t a 2 a a 

eptir (51). 
far teljarar brotanna f hverjum li& eru Mr = 1, £& snuast 

allar Ijeasar roargfaldanir i deilingar me5 kvdtunum a. En fess 

vegna dtti r x a5 ganga upp f nefnara aSalbrotsins q, a5 nefnar- 

inn segir, hva5 margir && partar heildarinnar eptir (78). Heildin 

er hit -; brotid, sem margfalda skal mefl, er -; s& partur \>ess t 

sem hfcr er tekinn i fyrsta Ii8, er — . Hana 4 afl styttast mefl 
teljara sfnum r 1} svo teljari fyrsta liOar verSil. J>ess vegna t>arf 
r t a5 vera sammaelir sj&lfs sfns og nefnarans q. r x J>arf psi a& 
ganga upp f g, eins og &5ur er sagt. Nti styttum vir brotifl: 



n 
9 



1_ 



r 1 

fcannig er t>a -*• ortid aS — . Nii komum v8r til hins ann- 

q a x 

r 2 
ars Hoar— og viljum litvega J)vi broti teljarann 1. eins og hinu 

fyrra. ~ Yer hlj6tum fvf afl stytta brotifl— mefl sammseliouni r» 

'fe) 



127 
Ver furfum nii a5 sjd svo til, a5 ■£- verSi ekki brot. eins og 

f*2 to 

t>a5 s^nist hSr vera, heldur heil tala, J>6 I brotsliki se (sem sumir 
kalla 6eiginlegt brot). |>essu komum ver til lei5ar me6 Jwl a8 
velja r 2 pannig, a3 su staerfl gangi upp i r u J>arv6r lfctum a8ur 

1/7 1 

r x ganga upp i q og vera — q e5a — ; vJr setjura bvi r* = — r, 

r i 11 q a 1 
= — = — . ra^svo— ver8ur = — 2 = og brot- 

styttingin verdur: 

q \a x a 2 
£annnig er pa annar liflur i rOSinni - 

r 2 1 11 

2 a^ aj ' a 2 

Me8 sama haelti verdur sfcrhver li3ur f r65inni £ 
r m 1 



# OiOa«3"-" ,0 m 



svo ao - = 1 1 • + * 



q a t a x a 2 a x a 2 a^ o x a 2 a^ a n 

H6r p^5ir a m serhvern divisor, m** divisor, e5a J)6 heldur sein- 
asta divisor i lidniim. far & mot J>y8ir o n seinasta divisor i 
allri roSinni. 

101. Vi3 feessa partatekning nota reiknfngsmenn serlegan 
ritmata, sem ekki er hafftur annarsstaSar, Cndir multiplicator 
£ skrifast nu rOSin bannig: 

q 



I V \ Q 

r t — IriSir : -^ er — ur ^- e5a heilum. 

<*i * q «i q 

1 r \ r 

r* — Mflir : — er — ur — e5a ur fyrsta lifl. 

1 r 1 r 

**s — W8ir : — er — tir — e5a tir 68rum li5. 

*n -T M 8ir: 5 er T fir -^ e8a * r naest a H5 a undan. 

°n ^ "n q 

Dceroi. H6r vil eg margfalda 54836 x 12868 /i5oi*. 
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pvi umsnuna broli eptir (98, 3). Nti kann deilirinn vera annad- 
livort sannarlegt brot, ellegar blandin tala. J>essi bland na tala get- 
ur einnig verid launbrot, og ef bun er t>ad ekki, verdur bun a5 
gjOrast a& launbroti, ddur en deilinum er bytt. £ad er J>vf ekki 
fyrir ddru rddad gjdra, en a& deilirinn aft annadhvort sannarlegt 
brot ellegar launbrot. En bvort sem heldur er, ver&ur deilirinn 
ad byltast. 

Nu er fyrst a& hugleida, bvernig fer, feegar sannarlega brotid 
byltist; t>d ver&ur teljarinn staerri en nefnarinn eptir byltinguna, svo 
J>ar ur verdur launbrot og d dividendus aS margfaldast roe 5 J>vi. 
j>etta launbrot gjOrist nu hetet a& blandinni tdlu, og athofhin 
verdur nu margfdldun, hvort sem launbrotid gjdrist ad blandinni 
tdlu eda ekki. Er {>d anna&bvort margfaldad eptir (97) ellegar 
eins og nu er aynt ( (102), i t>essu seinasta daemi. 

Nu er i annan stad a& hugleida, bvernig fer, J>egar launbrotiS 
byltist; t>a verdur teljarinn minni en nefnarinn, og d fed divi- 
dendus ad margfaldast me& sannarlegu broti, og er t>ad synt 
(92, 2) og i (102), vegna fess allt lendir vi5 margfdldun eptir 
byltinguna. 

Nokkur eSli heilla talna. 

103. Um summu, misraun og fram.kvaemi heilla talna gilda 
t>essar laerdtimsgreinir : 

1. Positif tala n, sem maelir tvaer eda fleiri heilar tolur na, 
nb, nc, ••••, maelir einnig feirra summu og mismun, fegar a, 
b, c eru heilar tolur, positif eda negatif. |>vi 

na + nb + nc + •••• = n(a -f- b + c + ••••) eptir (50), 
l>vf t>d verdur kvdtinn vi5 deilinguna a + 6 + c ••••, sem er 
heil tala, far a, b, c — eru heilar tolur. 

2. S5 talan n maelir hinnar einu af tveimur tdlum, en ekki 
hinnar annarar, J>d er hun heldur ekki maelir feeirra summu e5a 

mismunar ; bvi ^— = a H getur ekki veri5 heil tala. ef 

n n 

- er fad ekki. H6r eru tOlurnar na og 6; n gengur upp 

i na, en ver gjdrum rdS fyrir, ad su tala gangi ekki upp i b, og 

fed gengur hun ekki upp t na + 6 eda na — &. 

3. Se talan n maelir annarar tdlu a, fed er hun einnig maelir 
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hennar margfaldrar = ma, pader a5 skilja, ef hun er marg- 
foldud med heilli t6lu m, pvf ma er ekki annad en summa af 
m jafnstdrum addendis, sem hver fyrir sig cr = a; eda 

ma = a-}-a-|-a-|-a** , 

svo pegar n gengur upp i einum peirra, p& gengur n upp I 
peim ollum, og summa kvotanna verdur heil tala. Samber (103, 1) 

4. Tala, sem gengur upp i hvorugri af tveimur odrum tdlum, 
getur gengid upp i peirra summu, po einungis med pvi mtitiad 
hun s& jdfn summu peirra leifa; t. d. ef n gengur hvorki upp 
i a dH ; en leifarnar verda q og r, pegar peim er deilt med 
n; p& verdur 

a - ftn -f ^ 
6 = hn + r 

- II * - _ I ! ■. 

a -|- 6 = (ft + fc) n + (q + r) 
Kvcitarnir eru ft og ft; her gengur n upp I (ft + ft) n eptir 
(103, 3); en gangi n lika upp f g + r, pa gengur neinnigupp 
\ a -\- b eptir (103, 1), annars ekki. 
En nu er eptir venjulegum deilingarhaetti. 
q < n 

£ + »* < 2n 
Skuli nu n ganga upp i q + r, sem er < 2n, pa ver5ur g 
+ r a5 vera = n; J>vi si naesti heili kv6ti fyrir nedan 2 er 
1 ; svo q + n ver5ur a5 vera = In, pegar pad skal vera < 
2n. |>ad er: |>ad verdur a5 vera 
q -f- r = n, 

5. Tala, sem gengur upp i hvorugri af tveimur ddrum tdlum, 
getur gengid upp i peirra mismun, p6 me5 pvi m6ti, ad hun gangi 
upp i mismun peirra leifa; s6 nefnilega bdkstafirnir med somu 
pjdingu sem hfer naest a undan, pa er 

a — hn -\- q 
b = hn + r 
a — 6 = (ft — ft) n + (q — r) . 
Skuli nu n ganga upp fa — b, p& verdur n ad ganga upp 
f 2 — r, en par baedi g og r er (optast) latid vera minna en 
n, nefnilega afgangurinn minni en. divisor, pd verdur q — r 
(optast) minna en n, svo ad n gengur ekki upp par f, nema ef 
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q — r »o, e5ag = r, pafi er: tala, sem gengur upp f hvor- 
ngri af tveirour ftSrum t61um, gengor ekki upp I peirra mis- 
mun, nema ef leifar peirra eru jafnar. 
Merk: f>essar formulur e5a likingar 

a ess hn + g 
og 6 c= fcn + r 
i (103, 4, 5) eiga ad skofiastsem fortnulurnar 8og 9 i (58) eSa 
(58, 8) og (58, 9), nefnilega a og 6 era tveir dividend*, n er 
beggja peirra divisor, h og k era peirra tveir kv6tar, og 4 og r 
leifarnar, pegar a og 6 er dcilt meft n. 

Daemi ( tOlum upp & 4 og 5 1 peasum tftluliS (103), Tolurn- 
ar 18 og 70 eru eru ekki deililegar med 13, en leifar peirra 
beggja eru 5, pegar peim er deilt mefl 13, pvi 13 i 18 er einu 
sinni og ganga af 5. 13 f 70 er 5 sinnum, og ganga af einnig 
5. Mismunur railli 18 og 70 er 52, og 13 ganga upp i bon- 
ura, pvf 4sinnum 13er 52. Viljum v6r nidurskipa tolum pessum 
eptir peim nu pegar framsettu formulum, pa er pafl svo : 

70 = 5 . 13 + 5 

18 = 1 . 13 + 5 

52 = 4 . 13 + 
Vilji einhver bafa likt talnadsemi upp & samlagninguna, pi er: 

70 = 5 . 13 + 5 

18 = 1 . 13 + 5 

88 = 6 . 13 + 10 
13 ganga ekki upp i 88, summunni af 70 og 18, &f pvf peirera 
meira en 10, sem er sumraa ieifanna, pegar 70 og 18 er deilt 
me8 13. f>etta er samkv&mt binni annari terdomsgrein i pess- 
um toluliS (103). 13 ganga upp i 6 . 13 = 78, en ekki upp 
i 10, pess vegna ganga 13 ekki upp f 88, sem er summa78og 
10. f>ar & m6ti ganga 13 upp i 117, summunni af 69 og 48, 
p6 ekki gangi 13 upp f 69 og 48, pannig: 

69 = 5 . 13 + 4 

48 = 3 . 13 + 9 

117 = 8 . 13 + 13 
pvi 13 eru jafnir summu Ieifanna 4 og 9, sem er 13 eptir 4%° 
herdomsgreio. |>etta er samkvaemt lta lserddmsgreininni, pvf 13 
ganga upp i 104, sem er 8 sinnum 13, og lika upp i sjalfu sir 
13, pa gengur 13 og svo upp ( 117, semersumman af 104ogl3. 
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104. Tolur, sera bafas6mu leifar, feegar fceim er deiltraeS 
sama divisor, kallast congruentes (samsvarandi), & latfnu numeri 
congrui. Divisorinn kallast £& modulus (kvardi). Slikt saraband 
e5a Asigkomulag talnanna sin & milli kallast congruentia (sam- 
svaran) og taknast feannig: 

a z= b (mod. n), 
a og b eru heilar tolur, annadhvort posilifar e9a negatifar, en 
modulus er aeti'3 positif. Tolurnar a og & eru hvor annarar 
residuum (leif) eptir modulus n. |>annig er i talnadaeminu (103, 5) 
18 a 70 {mod. 13). 

En pessar tolur hafa oteljandi residua, bcedi positif og n^a- 
tff, sem oil finnast med \>vi a5 leggja moJtJus vid eda draga 
hann fra J)essum residuis. fcannig finnast me5 fradragningu 
70=57=44 = 31=18 = 5 = — 8 = — 21 =—34 (mod. 13). 

Af pessum tolum heita 5 og — 8 residua minima (minstu 
leifar), og 5, sem ekki yfirgengur i toluverdi pann halfa modulus, 
residuum absolute minimum (bin allraminnsta leif). Lserdtfnw 
urinn urn congruentiurnar er eptir hinn nafnfraega tOlu- og maeli- 
speking Gauss. 

V6r s6g3um nylega, a5 a og b vaeri hvor annarar leif, fetta 
kemur fram, pegar ver tokum pann kvota, sem ekki gefur minstu 
leiflna, svo sem i J>essari congruentiu 
18 = 70 (mod. 13). 



13) 18 (— 
—52 


4 13)70(4 
52 


13)70(5 13)57(4 
65 52 


13)44(3 
39 


+ 


18 


5 5 


5 


70 








13) 31 (2 
26 


13)5(0 13). 



— 8(0 13)— 8( — 1 
—13 


13)18(2 
26 
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5 


-3 + 
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5 


— 8 


13) 18(3 
39 


13) 18(4 
52 






— — 


— 







—21 —34. 

105. Af rS5 n talna, sem koma naest hver eptir adra ( binni 
natturlegu talningar ro5 (3) 

a T a + 1, a + 2, a + 3, a + n — 1 
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er ffit(S ein, en engar fleiri, sem er ss A {mod. n). f>egar A er 
eptir getyekkni gefln tala. 

[>v( pegar deilt er tOluntun pannig eptir r65 roefi sama divisor, 
og yflr enga er hlaupid, t>& vaxa leifarnar alt af urn I, ellegar 
faerverfla = o; feetla gengur ( umferdum ftannig, afl sOmu leif- 
arnar koma dafldtanlega aptur og aptur (eins og vikudagarnir) 
hversu lengi sem haldiO er &fram ad deiia peim komandi tfllum. 
En liflirnir i umferfl hverri verBa eins margir gem einingarnar 
i modulus, J)vf hann er divisor. Og loksins : hvafla tala sem til- 
tekin er, |>d fer hun einbverja af feessum leifum efla o, en engar 
fleiri (eins og enginn dagur kemiir si, a8 hann ekki heiti eins 
og einhver einn af vikudQgunum, |>ar modulus dagatalsins er 7. 
|>eir, sera kunna fingrarim, geta skilifl [>& setningu, afl 511 irtOl 
Krists, sem hafa sama gyllinital, eru congruent eptir mod. 19. 
f>annig er 

1788 = 1845 {mod. 19). 
V&r viljum reyna residua minima pessara fira. 
19)1788(94 19)1845(97 

t 171 171 

* IS 135 

76 133 



2 2 

A pessum arum er annars gyllinitalifl 3. f>egar Eristur faeddist, 
var irtalifl 0. Reynum J>ess Ars residuum. 
19)0(0 

_0 

Tungl61dina hafa menn l&tid byrja vid Kristsfaeflingu, svo gyllini- 
talifl vaeri p& 1. j>ar af leiflir regluna til a5 Anna gyllinital, ad 
leggja 1 viS drtal Krists og deila svo me5 19. Kflllum ver&rtai 
Krists A, p& ma Anna gyllinitalifl mefl pessari congruentiu: 
A + 1 = gyllinital (mod. 19). 



1788 


1845 


1 


1 


19)1789(94 


19)1846(97 


171 


171 


79 


136 


76 


133 


3 


3 ■ 
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Me5 J>essu m6ti gefur residuum hid retta gyllinital. 
2. daemi. 1 17 talnardd, sem byrjar k 123, ereinn lidur con- 
gruent med 1861 eptir modulus 17; hver er hann? Eg deili 
1861 me5 17, fae kv6tann 109 og afganginn 8; {>a er 

1861 = 8 (worf. 17), 
J)v( naest deili eg 123 med 17, fae kvdtann 7 og afganginn 4, 
svo ad 

123 S3 4 (mod. 17). 
Dragi eg mi 4 fra 8, t>4 s& eg, a5 fyrstalidar residuum 4 vantar 
4 til 8, svo lidurinn i rodinni verdur sd fjdrdi fra hinum fyrsta 
e5a a -J- 4, svo r65in verdur svona: 

a, a+ 1, a + 2, a + 3, a + 4, a +5, a + 6, a + 7, a + 8, 
123, 124, 125, 126, 127, 128, 129, 130, 131, 
4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 

a + 9, a+10, a+11, a+12, a+13, a+14, a+15,a+16 
132, 133, 134, 135, 136, 137, 138, 139 
13, 14, 15, 16 1 2 3 

Her s&st j)a, ad 

1861 = 127 ss 8 (mod. 17). 

Seinasti lidurinn i rddinni verdur a + n — . 1 = a ; + (n — 
1) = a + 16 = a + (17 — 1) = 123 + 16 — 139. 

|>egar einhver tala er s= 0, J)d gengur modulus upp i hennl, 
svo sem h&r i pessari ro5 136, svo ad 

136 = (mod. 17), 
og 17 1 136 er 8 sinnum, og afgangurinn = 0. fessi afgang- 
nr o kemur heldur ekki nema einu sinni, og svo gjora peir allir; 
og allir eru peir minni en modulus eda divisor. 

106. Tolur, sem ekki hafa somu minstu leifar, fegar J)eim 
er deilt med sama divisor, kallast incongruent (osamsvarandi), 
og kallast einnig nonresidua. 

107. f>egar tvaer tolur a og b eru samsvarandi eptir ein- 
hverjum modulus n, J>a gengur modulus upp i peirra mismun ; 
t>ad er: 

ef a ass b (mod. n), J)& er a — b ss (mod. n) 

ellegar a — b = In, 
og er par 2 qinhver heii tala. j>vi par a og ft eru congruent, 
t>& gefa fear somu leifar, pegar peim er deilt med modwfas 
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(104). N6 getor deiling feeirra meft' modulus n taknast pannig 
eptir (103, b) 

a ^ hn -f- ^ 

6 = fcn + r 

a — b = (h — h) n + (q — r) 

q — r = 0, J>ar leifarnar era jafaar 

a — b = (h — fc) n. 

far A og ft eru heilar t&lur, f)4 er h — k einnig heil tala, 
sem rod heita i, t>ess vegna 

a — 6 = In 
og J>elta J)y5ir sama sen. 

a — 6 == (mod. n) 
Merk: j>etta mk samanbera vi5 fyrsta talnad&miO f (104). 

108. TOlur, sem eru samsvarandi eptir vissum modulus, eru 
einnig samsvarandi eptir malum hans, J)vi ef 

a — b = In 

n = jxv; J>egar p, og v eru heilar tolur, £4 er 
a — 6 = Zjjlv 
J>a5 er: v gengur upp (a — b e8a 
a = & (mod. v). 

109. tmsar tolur a og c, sem eru samsvarandi einni og 
somu tOIunni & eptir sama modulus, eru einnig samsvarandi bvor 
annari eptir sama modulus. 

a s= 6 (mod. n) 

c =s & (mod. n), J)i a s c (mod. n). 
J>vf a — b = l t n J 

c — 6 = l 2 n ) eptir (107). 

- + - ) 

a — c = (l t — 1 2 ) n 
Jm5 er a = c (mod. n). 

110. Leggja mA saman samsvaranir sama modulusar, draga 
eina fri annari, margfalda congruentiu b&dum megin me8 einni og 
s6mu tolunni, og margfalda Jmislegar congruentiur saman, er 
hafa sama modulus; heija md og congruentiu uppfeitt ogsama 
veldi biSum megin, ef visir veldisins er positif og heill. |>annig 
m& Alykta: 
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(mod. n) 



J)ai + 5 + C=a-{-b-\-c(mod. n), og A — B==za — b(mod.n). 

Einnig kA = ka (mod. n), £egar ft er positif e5a negatif heil 

tala, A#C es a&c (mod. n), og A k = a k (mod. n), fegar ft er 

positif. Sannanir & fcessum setningum geta verifi Hkar J>cim i 

(108) og (109). 

A == a (moa\ n) \ t A = q x n + a 

2? = 6 (mod. n) I samgildir < 2? = q 2 n + 6 

C = c (mod. n) ) ( (7 = <fon + c 

A + B + Cz==a + b + c(mod.n) samg.A + 2? + C = (q l -\-q 2 -f- 

ft) * + a + 6 + c. 
Kvdtarnir q t , q 2 , q 3t sem framkoma, Jegar A, B, C, er deilt 
me9 n, standa aldrei i congruentium, beldur einungis leifarnar 
a, b, c. 

Eins sannast fr&dragningin. Margfoldunin sannast ])annig: 
A == a (mod. n), samgildir A = qn +0 
ft = ft ft = ft 

kA = ka (mod. n) samgildir kA = kqn + ka 

Her er kvdtinn kq, sem ekki stendur i congruentiunni, en fra 
er leifin ; og 1)6 pa5 kannske s& ekki minsta leif, J>& md £6 aet(5 
Anna liana me5 J>vi a& dividera ka me5 n. 

A5 margfalda megi tvaer congruentiur saman, sannast fcannig : 
A s== a (mod. n), samgildir A = q t n + a 
B = b (mod. n) 5 = q 2 n + & 

42? = 06 (mod, n) samgildir AB = q 1 q 2 n 2 + q 2 na+q t nb + ab 

AB = (q x q 2 n + q 2 a + 2 t 6)n + ab 

Bit er ^ig a n + ^ 2 « + ^i^ kvdtinn, sem temur, J)egar A2? er 
deilt meS n, en ad er ieifln, {)<5 bun s& kannske ekki hin minsta. 

Atbugi. Urn veldi og vfsi er i dformi a5 tala sfdar. 

111. Frumtala (numerus primus) heitir su tala, sem heflr 
engan annan maeli en 1 og sjalfa sig. Allar adrar tdlur heita 
samsettar (numeri composite vel divisibiles). 
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Daemi upp & frumtdlurnar era: 
1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 
59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 
127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 
191, 193, 197, 199. 

112. Ad Anna, hvort gefin tala er frumtala edur samsett. 
f>ar til bafa menn enga a&ra almenna reglu en a& reyna e8a at- 
huga, hvort nokkur lcegri frumtala gengur upp i henni. fces&i 
athugan verdur a5 byrja med J>vf, a5 deila mod hinura laegstu 
frumtOlum a5 frAtekinni 1, og halda dfram, unz kemur a5 frum- 
tolu, sem margfoldud medsj&lfri sfergefur product, semerst&rra 
en bin gefna taia. Setjum nefnilega, a5 bin gefna tala, sem 
rannsakast itti, vaeri p, og engin frumtala Icegri en a gengi upp 
f p, en a* > p, t>4 er p frumtala. j>etta sSst af j)vf, a5 J>vi 
meir sem menn stsekka divisorana, £4 minka kvotarnir, og pegar 
deilt er meOa, og aa>p, {>& er kvtitinn ordinn minni en a, {m 

p < aa 



a 



a 



|>ad er J>4 biiid a5 reyna, a5 engin frumtala <a gengur upp 
i p. En {>ar af leidir ]>a einnig, a& engin samsett tala eda nokk- 
ur beil tala < a gengnr upp f p. f>vi engin samsett tala fyrir 
innan a getur haft adra frum/actora en frumtdlurnar, sem bui5 
er a5 reyna, og samsettu tolurnar samanstanda af tdmum frum- 
tOlum. fregar J>vf engin frumtala fyrir innan a gengur upp f p, 
J>4 er iltsSd um {md, ad engin samsett tala eda nokkur heil tala 
fyrir innan a gangi upp f p. En setjum nu, a5 staerri divisor 
en a gangi upp i p ; en J>& yrfli lika minni kvoli en a ad ganga 
upp i p. t>vf ekki gengur divisor upp I tolunni, nema kvdti 
bans gjdri hid sama. Kvdtarnir, sem nu koma, pegar reyna skal 
divisorana, sem eru stcerri en a, verda fcvf ad hafa tvd edli : 
J>eir verda ad vera heilar tolur, og l>eir verda ad vera minni en 
a. En ver erum bunir ad sanna, ad engin beil tala minni en a 
og > 1 gengur upp i p. |>ess vegna er p frumtala. 

. Ad divisor, sem er heil tala, gangi ekki upp i heilli tolu, nema 
kv6ti bans gjdri hid sama, kemur af pvi, ad divisor og kvotieru 
factorar dividendi (58, 2) eda (57, 2). Fmmfactorar kaliast ^eir 
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factorar, sem eru frumtolur (& latum factores primi, a donsku 
Primfactorer = erikelte Factorer). Samsettir factorar eru sam- 
settar tolur (fattores compositi). 

V6r viljum reyna, hvort 199 er frumtala efla samsett tala. 

199 : 2 = 9972 

199 : 3 = 66Vs 4 = 2.2 

1 99 : 5 = 39% 6=2.3 

1 99 : 7 = 28 8 / 7 8 = 2.2.2 9 = 3.3 10=2.5 

199: 11 = I8V11 12 = 2.2.3 

199: 13 = 15*/*b 14 = 2. 7 15 = 3.5 16 =2. 2. 2,2 

199 : 17 = ll ,2 /i7 18 = 2.3.3 

199 : 19 = 10 9 /i9 20 = 2.2.5 

Nu er 17 . 17 = 289 > 199, 13 . 13 = 169 < 199, a 
= 17, p = 199 cr J>a frumtala. 

113. Ad leysa tdlu sundur f hennar einfOldu factora. 
Setjum, aStalan vaeri N. Reynad dividera henni med hinum 
fyrstu frumtOIum 2, 3, 5, 7 0. s. frv., pangaS til fyrsta sinn upp- 
gengur. |>essi frumtala hin fyrsta, er gengur upp f N, beiti p x ; 

deil N me9 henni aptur, og ef uppgengur anna5 sinn, ver5ur s& 

N N 

kvoti -3, I pridja sinn — 3 0. 8. frv. j>egar ekki lengur upp- 

gengur me5 deilinum p u pa tak naestu frumtolu; gangi hun ekki 
upp, {>a hina naestu henni 0. s. frv.,unz uppgengur; |>essi frum- 
tala onnur, sem uppgengur, heiti p 2 ] uppgangi hun annaS sinn, 

N 
ver8ur kv6tinn — 5 — 5 0. s. frv. 

P1P2 2 
Daemi. SS gefiS N = 2054943. 



10 
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Pl = 3) 2054943 = N 



N N 

Pl = 3) 684981 - - = j 



^~~~^ N N 
Pl = 3) 228327 = — 3 = -^ 
Pi 5L- 

N N 

P2 = 11) 76109 - -, - p- 



• N N 

», = 11) 6919 = — ^ — = ^5-77 



p 3 = 17) 629 = 



N N 



PtV *»•" 



p 4 = 37) 37 = 



N N 



PiWP* 3M1M7 



1 = N N 



Pi 3 Pa 3 PaP4 3 3 .11M7.37 
t»4 cr N = Pi 3 |>a a P3P4 = 3M1 J . 17.37. 

f>etta m& lesa svo: 

Talan 2054943 = fyrstu frumtOlunni 3 f pridja veldi, marg- 
faldaSri me5 annari frumlOlunni 11 i 55ru veldi sinnum J>ridju 
frumtftlunni 17 sinnum fj6r8u frumtohmni 37. 

Athugi. j>egar bin gefna tala er st6r, p& er erfltt aft leysa 
hana sundur i hennar frumfactora, einkum pegar J>eir eru storir 
og margar minni frumtfllur verSur forgefins a9 reyna. J>ess 
vegna hafa menn litreiknaS toflur, sem innihalda hinar fyrstu 
t51ur, leystar sundur i Jieirra einfoldu gjOrendur, svo sem: 

Georg Freyherrn von Vega. Logarithmisch-trigonometrische 
Tafeln, 1. und 2. Band. Leipzig 1814. Naer frd 1 til 102000 og 
yflr frnmtMurnar frA 102000 til 400000. 

L H. Lambert. Supplementa tabularum logarithmicarum $ 
trigonometricarum, cur. Felkel. Olisipone 1798. Inniheldur fac- 
torana til 1020000. 

Cribrum arithmeticum confecit L. Chernac. Daventrice 181 1. 
Naer me5 factorana til 1020000. 

Table des Diviseurs p. Burchhardt. Paris 1814. Hun naer 
til 3036000. 

114. Frumt61ur sin a milli e5a 6sammaeldar (numeri primi 
inter se, & ddnsku: indbyrdes primishe) kallast paer, sem hafa 
engan sammaeli utan 1. far a moti heita feaer tolur samsettar 
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sin & milli e9a sammfleldar (numeri compositi inter se, & dOnsku : 
indbyrdes sammensatte og fceUes ddeligc Ted), er hafa sammoli 
annan en 1. 

Daemi: 9 og H eru frumtOlur sin i milli, |)6 hvorug J>eirra 
se frumtala. 18 og 24 eru samsettar sin a milli. 

115. |>egar tala n gengur upp i framkveemi tveggja annara 
« og b, t>a gengur hiin einnig upp i framkvaemi peirra deilingar- 
leifa, sem koma, pegar peim er deilt jne5 n. Setjum, a8 peers* 
q og r. |>vi: 

* « • • • 

a = q (mod. n) 

b s=3 r (mod. n), 
\)& er ab === qr (mod. n) eptir (110). 
En nii er gefiS, a6 n gangi upp i ab, pa5 er: 

ab = (mod. n) eptir (105). 
|>ar af leidir |)4 : 

qr es== (mod. n). 
f>ess vegna gengur n einnig upp i qr epiir (105). 
fetta ma einnig sanna pannig : 

a = hn + q 

b = Jen + r. 
Margfalda saman pa5, sem er vinstra megie, ser, og pa5, sem 
er haegira megin, ser, kemur 

ab = hkn 2 + Tsqn + hm + gr 
J)a5 er 

aft = (ftfcn + fcg -f- ^) w + # r 
Deil nu me5 n 

— = Men + Tcq + fcr + -^ 

n ' * n 

Her af leidir pa, ad ef talan n gengur ekki upp f producti deil- 
ingarleifanna gr, pa gengur hun lieldur ekki upp i ab. 



f>ess vegna, ef— er hei] tala, pd verSur ^ a5 veto heil tala. 



116. flinn minsti samdeilandi tveggja talna a og 6, erpeirra 
product deilt me5 peirra staersta sammaeli. 

Setjum a = mq, b = nq, pa er peirra sammaelir q, og j)ro^ 
due* = mnq 2 . f>etta product er einn peirra samdeilandi. Staerri 
geta feogizt tfteljandi mefi pv( ad margfaMa't>enna meS Ollum 

10* 
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tfllum. A5 petta si samdeilandi, sist af t>vi, a& baeOi mq og n? 

gengur upp ( mn^ a . En samdeilandi pessara lalna gsti ?eriJ 

minni, pvf b&5ar tOluraar ganga upp i mnq. Hir af sist, a5 

samdeilandinn verDur a5 hafa ( air alia talnanna factora, og ma 

engan peirra miaaa. Nii er products 

ab = mnq 2 = iung . g 

Deil nii me 8 q, fast 

ab mnq 2 

— = = wing 

I>a5 er : binn minsti samdeilandi tveggja taloa a og 6 er {teirra 
product ab ■= mng J deilt roe 5 peirra staersta sammaeli g. Eo til 
pees aft q si binn stsrsti sararoslir, er hir gjOrt r&8 fyrir, a5 a 
og b si leystar upp i alia sfna factora eptir (113) og a5 q si'8- 
an f&i alia pfi factora, Bern sameiginlegir era f a og ft. 

Si nii a og b frumtftlur sfn & milli, p& er g = 1 eptir (114), 
og — = -j- = aft. t>688 vegna verdur hinn minsti samdeil- 
andi talna, sem eru frumtftlur sfn & milli = peirra producti ab. 

Si t&lurnar fleiri, svo sem 

°i °a °3 a 4 a s •••• a n 
= m^ fHjft fn s g a m 4 g s m 5 g 4 — m n g n _i 
]>& er fyrst fundinn minsti samdeilandi fyrir a x og a 2 a5 vera 

ft 
sfftan minsti samdeilandi fyrir 

_og«, 

Hafi pessar tfllur einhverjar engan sammsli , £4 margfaldast 
J>«r saman eins og frumtOlur sfn & milli; pvf p& er samoislir 
peirra g, = 1. En had paer sammeeli annan en 1, og hann er 
er g„ pfi margfaldast tdlurnar saman og deilast meO honum; 
verdur samdeilandinn 



= a x a 2 ciz 


$1 ' fc 


og yflr h&fuO : 






°4 »n 
. — •••• — 

ft 4n 
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J>a5 er: Hinn minsti samdeilandi er product allra talnanna 
deilt me5 hinum stserstu sammselum peirra. Gangi ein talan upp 
i annari, p& eru allir maelar hinnar minni frilgnir i hinni sterri, 
og m& sleppa hinni minni alveg ur reikningnum. 

A pessu grundvallast reglurnar i (90) og i dceminu par ma 
sleppa tolunum 

2, 3, 4, 5, 6, 8 
era p& eptir tdlurnar 

10 15 16 18 

Sammaelir tveggja fyrstu er 5 = q t 

Samdeilandi 10 ; 15 = 10 . 3 = 30. 

5 

Stsersti sammaelir 30 og naestu tOlu 16 er 2 = q 1% pa 

10 . 15 16 . ., a l q 1 a 3 

— r — . -r- nefnilega — m~ . — 

5 2 q t q 2 

Samdeilandi 30 . 8 = 240. 

Staersti sammslir 240 og neestu tftlu 18 er 6, p& 

10 . 15 16 18 - a x a 2 a s a 4 
• ~jr- • —£- eoa « — . — 

2 6 q x q 2 ft 

Samdeilandi 30 . 8 . 3 = 720. 

Samdeilandi binna fyrstu priggja 6utstryku5u talna 10, 15, 16, 
er i dseminu svona fundinn: 
5)10 15 16 
a 3 16 
og si&an eru 2 utstrykaSir, par peir ganga upp f 16, og pa er 
5.3. 16 = 240; en i formulunum er petta product sko&aS 
sem 5.2.3.8 = 240. 

Si nii 4^* talan 18.tekin mefl, p& er aB Anna staersta sam- 
maeli banda 

5 . 2 . 3 . 8 og 18, 
pa8 er 5 . 6 . 8 og 18. 
j>4 Jarf a8 deila productinu 

af 5 . 6 • 8 og 18 me5 6, sem er peirra staersti sammaelir, 
p4 er 5 . 6 . 8 . 18 = 5 . 8 . 18 = 40 . 18 = 720. 

-— — — — ^— — — — i-r-iniar 

6 

I (90) var buid afl deila 16 mefl 2, og mi er deilt 18 me8 
2, koma kvdtarnir 8 og 9. Loksins er alt margfalda5 saman 
5 . 2 . 8 . 9 ; par af er 5 og 2 divisorarnir, en 8 og 9 kvtitarnir. 



150 

Vir getam skodafl petta ddruvfoi mod pvf, a5 lejsa allar UH- 
uroar sundur i peirra einfdldu factora, og i b6k8t5fum takna 
pier pannig: 

fli^i c i<*i Oj^jCjdj 0^6363^ a 4 6 4 c 4 <? 4 

HaQ p»r mi sameiginlega gjOrendur, mk tikna pi slaQ me5 
sama frufae, ef peir koma ekki nema einu sinni fyrir I sama lid, 
en dlita p& sera ymislega gjdrcndur, ef peir koma optar i sama 
lid, t. d. ef a x kaemi fram f 1*° 3Jq og 4*o tdlunni, og b t kaemi 
i ltu og 2rf , par ad auki sky Id i a* koma i annari og 4%q, fa 
meetti skrifa paer svona: 

a^Ct^i a 2 b l c 2 d 2 Oib^c^d^ ^\b 4 <i 2 d A 
SiOan meetti margfalda paer saman og deila me 5 producti sam- 
maelanna pannig: 

Komi sammaelir cinungis fyrir f tveimur Whim, pi er pad nog 
til ad hann s6 sammselir, en komi hann i premur, verdur ad 
skrifa hann a5 n$u, og svo einu sinni fyrir hverja tolu fir pvi, 
sem bann kemur fyrir f. 

Skodum nu petta eptir (90) 

<*i) «i^iCi^i a 2 biC 2 d 2 016363^3 a l b 4 a 2 d 4 



*1> 


6} C| c? 1 a *b x c 2 c?j 


*3&|d» 


6 4 ajd 4 


a*) 


*i<*i a 2 c 2 d 2 


6 3 c 3 d s 


& 4 ajd 4 



Cidi C 2 d 2 ^3 C 3^ ^4^4 

H6r ma sja, ad regiunni i (90) ber saman vi5 regluna i (116). 
Merk: Fullkomnari og haegri miti kemur sidar (122, 3). 

117. fegar frumtala p gengur hvorki upp i a nh b, pa 
gengur bun heldur ekki upp i framkvaemi peirra ab. 

J>ad er sannad (115), a5 pegar lala (par n) hSr p gengur upp 
i framkvaemi tveggja annara a og b, pd gangi hiin einnig upp i 
framkvaemi peirra deilingarleifa q og r. far af leidir p& einnig, 
ad ef p gengur ekki upp i deilingarleifanna producti qr, pa gengur 
p heldur ekki upp i ab. 

Til ad sanna, ad p gangi ekki upp i ab, er pi nrig ad sanoa, 
ad p gangi ekki upp i qr. Ef par pa vseri ymsarslikar. tolur r r 
r", allar minni en p, sem margfaldadar med q va&ri • deililegar 
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med p, fa yrdi samt ein af peim ad vera minst, t, a. m. r, svo 
ad allar tolur minni en r margfaldadar med q vaeri ekki deili- 
Jegar med p. j>ad er enn fremur skiljanlegt, ad ef deilt vaeri 
_p med v , fa kaemi leif, far p er frumtala og r' getur ekki verid 
= 1 (f vf fa vaeri 5/ = g, sem ekki er deililegt me5 p, par fad 
er deiiingarleif minni en p). Nefnum ver f essa leif 2 og kvdt- 
ann, sem kemur, fegar p er deilt med r, k, fa er: 

p = 3k/ -f- J 

fa eptif (26,11.) p — fcr = J, og fegar margfaldad er med 0, 
kemur pg - *qr' = 7? 

Tsu er her pq deililegt med p, somuleidis qr eptir f vi sem 
menn gjordu rid fyrir, og Jess vegna einnig multiplum far af 
ftgr , far af leiddi fa einnig, ad mismunurinn pq — kqr vaeri 
deililegur me5 p eptir (103, 1). En fessi mismunur er = lq 
eins og her segir. En f 4 yrdi lika p ad ganga upp i ty. En 
nu er lq <C r q (f>vi Z < r, far fad er leif eptir p = 7sr + *)• 
Eptir f essu yrdi fa I minni tala en bin minsta, sem margfoldud 
med q vaeri deilileg med p. En f etta er mtftsdgn, fvi p aetti 
f & ad ganga upp f minni tolu 7g heldur en hinni minstu r'q, 
sem fad getur gengid upp i. j>ess vegna getur ekki framkvaemi 
tveggja talna, sem bddar eru minni en frumtala, verid deiliiegar 
med henni, og f ess vegna ekki framkvaemi neinna talna verid 
deililegt med frumtSlu, fegar hun gengur upp i hvorugri feirra. 

Daemi. Frumtalan 5 gengur ekki upp i 6 nb 9; f6 faer se 
badar samsettar, fa gengur 5 ekki upp i product* feirra 54. 

118. j>egar fleiri tolur eru en tvaer, sem frumtala gengur 
ekki upp 1, og hvad margar sem eru, f& gengur hun ei heldur 
upp i feirra product*, fetta leidir af (117). j>vi fegar hun ekki 
gengur upp i productinu af tveimur af f eim, fa gengur hun og 
ekki upp i fvi og f ridju tolunni med, og fa ekki upp i fvi product* 
og fjordu tolunni, sem fad vaeri margfaldad med 0. s. frv. 

I>ad leidir einnig af (117), ad ef frumtala gengur upp f producli 
talna, fleiri eda faerri, fd verdur hun ad minsta kosti ad ganga 
upp i einhverri af f eim. 

Stundum gengur tala upp f producti, f 6 hun ekki gangi upp 
i neinum factorqnna. fcannig gengur 20 hvorki upp i 12 nS 
15, f6 20 gangi upp i framkvaemi feirra 180. Hverniga fessu 
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stendur, verdur skiljanlegt, ef leystar era tftlnrnar upp i feeirra 
gjdrendur, svo sem : 

2.2.3 og 3.5 
2.2.5 
Hdr ganga fyrri 2 f divisor upp i fyrri 2 i dividendus; sfdari 
2 f divisor upp f aidari 2 i dividend™, og 5 f divisor upp i 5 
f dividendus. f>& verda umfraro 3. 3 f dividend**. Hfcr verBur 
kvtftinn 9 = 3. 3, f)v( kv6tinn far J)4 factora, sem dividendus 
beflr fram yfir divisor (63, 3), J>vf deiltr og kv6ti eru gjdrendur 
deilanda (58, 2). j>6 pessir 3 . 3 ekki hefdi verid f deilanda, 
)>& hefdi deilir samt gengiS upp f deilanda, |>vf kvotinn hefdi £4 
ordid 

2 . 2 . 5 _ 20 _ 



2.2.5 20 

119. Samsett tala getur einungis & einn veg or9i& upp- 
leyst i frumgjorendur; |>ad er ad skilja i somu frumtdluri somu 
veldum. 

f>vi setjum, ad talan N yrdi A tvo vegu uppleyst i frumgjor- 
endur eda einfalda factora, eins og i (113), nefnilega ad fundid 
yr5i N = abed — , og lika = ABCD — ; pa vaeri 
abed • • • • = ABCD 

Her er a6cd • • • • multiplum af a; J)d verdur einnig a ad ganga 
upp i ABCD — ; J>css vegna verdur a a9 ganga annadhvort 
upp i A ellegar B } ellegar C ellegar D o. s. frv., pvi ef a gengi 
ekki upp f neinni Jjeirra, pd gengi a ekki upp i productinu ABCD 
• ••• eptir (117). Gangi pvf a upp i 4, og badar eru frumtolur, 
I>4 verda paer a5 vera jafnstdrar, pvi frumtala er einungis deilileg 
me5 sjalfri ser (og 1). (111). Sama vaeri ad segja um oogallar 
hinar tolurnar B, C, D ••••, ad bun verdur ad verajdfn einhverri 
peirra, par peer allar eru frumtolur. Setjum J)vi a = A og deil- 
um a6cd •••• raed a og ABCD •••• med -A; verda kvtitarnir 
jafnir eptir (76, 1), nefnilega bed •••• = 2?CD — Med sama 
haetti sannast B = 6, C= c, D = d, o. s. frv. SS nu fleiri 
frumgjorendur jafnsttirir, pa ma tengja p& saman i veldi, og 
veldin verda pa jafnha f bddum pessum imyndudu myndum tol- 
unnar N. Verdur pa 

* = pf^'p? 3 • • • • pf« 
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alraenn mynd s&rhverrar tdlu uppleystrar f frumgjdrendur {prim- 
factora). Daemi upp & feessa skript er i (113), 
fegar hugleidd er uppleysingaradferdin (113) t>& er audsfcd, ad 
uppleysingin verdur ad vera ein og hin sama, J)yi frumtdlurnar 
fast aldrei adrar en binar somu i somu tolunni. 

120. fegar tala N er product fleiri talna, a, b, c, d •••• 
(her meinast ekki, a5 a, b, c, d o. s. frv., skuli vera frumtdlur 
eins og i (119), heldur allskonar tOlur, baedi frumtolur og samsettar), 
pa geta fessar tolur a, b, c, d o. s. frv. ekki haft adra frum- 
gjdrendur en J)&, sem eru f N, og serhver frumgjdrandi verdur 
ad vera Wlginn i a, b, c, d, •••• til samans, svo opt sem hann 
er ftilginn i N. i daeminu (113) var 

2V = 2054943 = 3 3 . 11* . 17 . 37. 
f>etta getur verid ymislega nidurradad f abed, svo sem 
3 a X 3 . 11 X 11 . 17 X 37. 
a5 tdlurnar a, b, c, d s6 

a = 3* = 9 
b = 3.11 = 33 
c = 11.. 17 =187 
d = 37 = 37. 

f>& hafa tdlurnar 9, 33, 187 og 37 s6mu frumfactora sem N, 
nefnilega 3, 11, 17, og 37, og f somu veldum til samans sem 
i N. f>vi {)6 a hafl h6r 3 einungis i ddru veldi, nefnilega 3 a , p& 
heflr b frumfactorinn 3 i fyrsta veldi; en ])egar a og b marg- 
faldast saman, p& heflr a6 1 ser 3 3 eins og N. Somuleidis, pd 
6 hafl her 11 einungis i fyrsta veldi, p& heflr c einnig 11 f fyrsta 
veldi, og be til samans ll 3 , eins og N. 

121. Til pess a5 tala geti verid divisor, factor e5a maelir 
i N, utheimtist tvent: 

1, ma hun ekki hafa adra frumgjdrendur en P1P2P3-- sem 
eru 1 A 7 , og 

2, mega J>eir ekki vera hafdir upp til haerri velda, enpeir eru 
i N; par & mot mega fteir vera hafdir til allra lacgri velda en i N. 

Menn geta einnig hugsad sbv factor hafdan i Ota veldi, en £4 
verdur sa factor ad 1 ; J)vi allar tdlur 1 Ota veldi eru = 1, hvad 
Btorar sem faer eru ; nefnilega n° = 1 (samt er J>a5 nokkud & 
annan veg, ef n = eda 00, samber (73, 5, og 9). Ad n°= 1 
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,1 + 3" + II + J . 11 +''• 11 + >'• 11 + 

11' + 3'. 11" + 3*. 11' + 17 + 3. 17 + »' 

17 + 11 . 17 + 3 . 11 . 17 + 3'. 11 . 17 + 

+ 11' . 17 + 3 . II' . 17 + 3' . II' . 17 + 

L 'ssara factora a aft Tera = 5320 . ""Via = 5320. 

0, og tala peirra = 12 . 2 = 24. 

na faetorana og summu peirra i allri tOlunai 5, i 

'duct afl margfaldast meo 1 + 37, pa fesL 

S' + S* + 11 + 3 . 11 + 1' . 11 + J 1 . II 

! . 11' + 3'. II' + 3*. 11" + 17 + 3 . 17 + 

3". 17 + 11 . 17 + 3 . 11 . 17 + 3' . 11 . 17 

17 + II*. 17 + 3 . 11' . 17 + SMI' . 17 

. 17 + 37 + 3 . 37 + 3' . 37 + 3' . 37 J- 

3 . 11 . 37 + 3'. 11 . 37 + 3'. II . 37 + 

3 . 11". 37 + 3'. II*. 37 + 3*. 11». 37 + 

3 . 17 . 37 + 3'. 17 . 37 + 3>. 17 . 37 + II 

3 . 11.17 . 37 + 3*. II . 17 . 37 + 3". II 

11* 17 . 37 + 3 . 11' . 17 . 37 + 3'.11'.17 

l ! . 17 . 37. 

-sara (actora a ao vera = 95760 X 1ms ,'m = 
-- 3638880, og tala peirra = 24 . 2 = 18. 
rar geta DU rerio dami npp a p" 1 p™ 1 p™* p™» 
nnu mynd faeloranna, sem ouitolud er I pessmu 



r nokkrar 161nr era leyslar npp { fnungjorendnr, 

[iaft, sem nu akal greina: 

ru fromtolor ain a milli, eoa samseUar sio a milli. 

ra stajrsti samnuelir. pair frnmgjoreodur, sem 

veroa ao setjast i hio Hrgsla TCldi, sem peir 

ngino immfaeUir hion sami i peim Atlum, pi 

imajli allar nema 1, po nokkrar peim kunrji 
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ad salt, kemur til af J>vf, a5 allar tOlur deildar me5 sjilfum sir, 

n X 
verfla = 1 ; |>annig cr — = 1 . 

n* 

Nu er n°=n k ~ X |)vf X — X = 

n X — X = tL eptir (63, 4) 
n x 
n X 
— = lj pvi tala deild me5 sjalfri ser 

n er = I. 

f>ess vegna 

n° = 1. 

Af J)essu ver5a factorarnir i nullta veldi sama sem 1. 

Til J>es8 nil a5 kunngjftra form allra deilanna i N, mi hafa 

t>essa skript: 

p™'. pT-pf ••••jT* 

pannnig a5 

nix si ein af tOlunum 0, 1, 2, 3, ••••«! 

m 3 ein af tolunum 0, 1, 2, 3, ••••a* 

n? 3 ein af tOlunum 0, 1, 2, 3,--«*aj 

m t ein af tOlunum 0, 1, 2, 3, ••••a t 
j>egar talan N hefir petta form : 

A 7 = p* l P%*Pt* "••??* 

Me5 pessu ra6ti verfla ( talnadaeminu (120) factorarnir i pf 1 
e8a 3 3 pessir: 

3° 3 1 3* 3 s 
og summa peirra 

3° + 3 l + 3' + 3 3 
t>a5 er 

1 + 3 + 3 a + 3 3 
e5a 

1 + 3 + 9 + 27 
Her er au5s65, a5 tolurnar 1, 3, 9, 27 eru allar saman factorar 
i 27, og er fjoldi peirra: 

1 + ai = 1 + 3 = 4 

SomuleiBia eru factorarnir ur pj a e&a U 3 fres&ir 
11° ll 1 11' 
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og summa jieirra 

11° + ll 1 + ll a • 

J>a5 er 

1 4. 11 + na 

e5a 

1 + 11 + 121. 
Her er au9sed, aO toiurnar 

1 11 121 
eru allar factorar i 121, og er fjftldi fceirra 

1 + ol 2 = 1 + 2 p= 3. 

far & m6ti era factorarnir ur p^ 3 e8a 17 1 ekki nema 
17° 17 1 e8a 
1 17 
og summa freirra 

1+17 
og er au3se3, a5 1 og 17 eru allir factorarnir i 17, og tala 
t>eirra eda fjoldi 

1 + a 3 — l + l = 2. 

Loksins eru factorarnir ur p 4 4 e8a 37 1 ekki nema 
37° 37 l e3a 1 og 37 
og summa J)eirra 1 + 37, og er au8se8, a3 factorarnir I 37 
ekki eru a3rir en 1 og 37 og tala J)eirra ekki nema 1 + a 4 = 
1 + 1=2. Yflr hofu3 er aet(8 ur einu frumtoluveldi: 

Tala factoranna = 1 + \eld\sexponentinn, pvf er ekki 
taliB me8 i \e\disexponentinum. 

HofuSreglan /"dcJorasummUnnar ( einu frumtoluveldi er 

i + p t + v\ + p\ •••• p£* 

Vilji menn ni\ Anna factorana sjalfa Asamt facforasummunni 
ur productum frumtalnavelda, f)a ma margfalda saman factora- 
summurnar ur hinum einstoku frumtOluveldura, eins og polynomia 
eptir (53, 2). En hinir einstoku lidir f partialproductunum leggj- 
ast t>6 ekki saman, J)vi. ella slengdist . sjdlflr factorarnir saman. 

Factorarnir i N ver3a t>& allir liSirnir i J>essu products 

U + Pi + Pi* ••;• + P? 1 ) (1 + Pa + P2 2 •••• + P? 2 )---- 

/* i i 2 at). 

(* + ft + Pt •'•• Pt 

I>etta product ma mi kunngjorast styttra eptir (64,4) fearinig : 
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— 1 



Pi— 1 Pa—' Pt — * 

pvi f terie A 
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* — a 

er x = p t n = 04 + I, a = 1, t>ess vegna 

|j— j Pf» + P^ 1 + P?*~ 2 — P«+l 

j>6 a5 [lessi series sniii Ofugt vi5 J>a5, sem veldin haekka hja oss, 
er J>a5 \>6 auds&5, a5 allir liSiroir eru hinir s6mu, og summan 
]>v{ bin sama. 

Faetoraidlan i produetum frumtalnavelda er product factora- 
talnanna i hi aura margfOlduBu f rum tain a veld urn, og /acforatalan 
I N ver5ur 

(1 + ai )(l + a,) .... (1 + a t ) 

Heimferum vir pessar formulur upp & ofanskrifaS daemi og 
tOkum product tveggja fyrstu frumtflluveldanna 

t>4 hftfum v&r 

1 + 3 + 3* + 3 8 

1 + 11 + ll 2 

1 + 3 + 3 2 + 3 8 ~ 

11 + 3.11 + 3M1 + 3 8 . 11 

11*+ 3. 11 2 + 3* . 11* + 3 3 . II 2 
I>essir factorar eiga a5 vera a5 t6lu (1 + 3)(1 + 2) = 12, 
og J)eir ganga allir upp ( 3 8 11 s , ogsumma peirra 4 a5 vera = 
3*— 1 ll 8 — 1_80 1330 _ „ 
3^ZI ' IF=I~T * "To" _ 5 ^ U 
og stendur pad heima, J>vi : 
Summan i fyrsta partialproductinu er 40 

i o5ru 440 

( t>rl5ja 4840 

5320. 
Til a8 fd factorana og summu |>eirra i hinum premur fyrstu 
frumtalnaveldum, & nu fcetta product a5 margfaldast me5 1 + 
17, t>& fast 
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1 4. 3 + 3 2 + 3 3 + 11 + 3 . 11 +3*. 11 + 3*. 11 + 
ll 2 + 3 . II 2 + 3 2 . II 2 + 3 3 . II 2 + 17 + 3. 17 + 3* 
. 17 + 3 3 . 17 + 11 . 17 + 3 . 11 . 17 + 3 2 . 11 . 17 + 
3 3 . 11 . 17 + ll 2 . 17 + 3 . II 2 . 17 + 3 2 . II 2 . 17 + 
3 3 .It 2 . 17 

Summa feessara factora & a5 vera = 5320 . 288 /ie = 5320. 
18 = 95760, og tala peirra = 12 . 2 = 24. 

Til a5 finna factorana og summu peirra i allri tolunni N, & 
nu J>etta product aS margfaldast med 1 + 37, pa faest. 

I + 3 + 3 2 + 3 3 + 11 + 3 • 11 + 3 2 . 11 + 3 3 . 11 
+ ll 2 + 3. II 2 + 3 2 . II 2 + 3 3 . II 2 + 17 + 3 . 17 + 
3 2 . 17 + 3 3 . 17 + 11 . 17 + 3 . 11 . 17 + 3 2 . 11 . 17 
+ 3 3 . 11 . 17 + ll 2 . 17 + 3 . ll 2 . 17 + 3 2 . ll 2 . 17 
+ 3 3 . ll 2 . 17 + 37 + 3 . 37 + 3 2 . 37 + 3 3 . 37 + 

II . 37 + 3 . 11 . 37 + 3 2 . 11 . 37 + 3 8 . 11 . 37 + 
ll 2 . 37 + 3 . ll 2 . 37 + 3 2 . ll 2 . 37 + 3 3 . 11*. 37 + 
17 . 37 + 3 . 17 . 37 + 3 2 . 17 . 37 + 3 s . 17 . 37 + 11 
. 17 .37 + 3 . 11 .17 . 37 + 3 2 . 11 . 17 . 37 + 3 3 . 11 
. 17 . 37 + ll 2 17 . 37 + 3 . ll 2 . 17 . 37 + 3 2 . ll 2 . 17 
. 37 + 3 s . II 2 . 17 . 37. 

Summa pessara factora & ad vera = 95760 x 1868 /s6 = 
95760 . 38 = 3638880, og tala t>eirra = 24 . 2 = 48. 

fcessir factorar geta nu verid daemi upp & p mi p m * p m * p m * 
e5a hina almennu mynd factoranna, sem umtolud er ( fessum 
(121) tolulid. 

122. f>egar nokkrar tolur eru leystar upp i frumgjorendur, 
er haegt ad sj& t>ad, sem nu skal greina: 

1, hvort paer eru frumtolur sin & milli, e5a samsettar sin & milli. 

2, bver s6 feeirra staersti sammaelir. |>eir frumgjdrendur, sem 
eru ( fceim 611 urn, verda ad setjast i hid laegsla veldi, sem |>eir 
hafa ( feim. Si enginn trumfactor hinn sami i peim 6Uum, \>& 
hafa feaer engan sammaeli allar nema 1, \)6 nokkrar fceirra kunni 
ad hafa hann. 

3, hver s6 peirra minsti samdeilandi. Til ad finna hann, 
i>arf J>& ekki annad en taka alia J>a factora, sem finnast ( tdlun- 
um, og skrifa J>& i rdd. Sfdan setja hvern J>eirra f hid haesta 
veldi, sem feeir hafa i tolunum. Hdr fearf ekki ad hugsa urn neina 
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sammsla, eins og Jmrfti i (116). i daeminu, sem {>ar var tekid, 

voru tdlurnar: 

10 15 16 18 

Uppleystar 2.53.5 2* 2.3*. 

Ilir si eg J>rjdr frumtdlur: 

2, 3, 5, 

t>a set eg hverja I>eirra I bid haesta veldi, sem feaer bafa i tolun- 

um, og fae 

2,3,5, 

og er par {>a kominn binn minsti samdeilandi = 16 . 9 . 5 
= 144 . 5 = 720. 

* • 

Hafa m& svipada adferd til ad Anna stcrsta sammaeli og minsla 
samdeilanda handa tilteknum tolum, sem eru uppleystar ( frum- 
factora, J)4: ad rita alia frumgjdrendur feeirra i r60, og setja 
sfdan bvera feeirra i bid laegsta veldi, sem t>eir bafa f tolunum. 
En fear af leidir, ad J>eir verda ad setjast I O 4 * veldi, sem ekki 
fyrirkoma nema 1 sumum af tdlunum. I pessum l ^ um voru 
frumfactorarnir 

2 3 5, 
2 koma ekki fyrir i 15, 3 ekki I 10, og 16, og 5 ekki i 16 ne 
18. |>cssir factorar eru fcvf i Ota veldi, eda = 1 i J)eim tolum, 
sem J>eir ekki fyrirkoma (, og 0** veldi er )>eirra hid laegsta i 
tolunum. Slaersti sammaelirinn verdur J)vi : 
2° . 3° . 5° = 1 . 
123. Staersti sammeelir talna er aetid deililegur me5 serhverj- 
um sammseli somu talna; og binn minsti samdeilandi er niaelir 
allra samdeilanda sOmu talna. 

I>vf t>egar nokkrir maelar p m *p™*p™* — ganga upp I y msum 
tdlum N, P, Q, p4 verda maelarnir ad hafa somu frumtolur sem 
I>aer, og enga adra frumtdlu en sem liggur i £eim (121)- f ess,r 
malar geta pvf allir sezt i pad bid almenna form p^P^P*'"" 
bvad frumtolurnar p u p a , p 3 , •••• snertir. En veldisvisarnirwi, 
t7? a , m a •••• geta verid ^mislegir. Nd par st&rsti sammajlinnn 
er svo gerdur, ad frumtolur hans eru f hinu laegsta veldi, sem 
fcaer hafa i tdtunum N, P, Q, t>i verda hinir minpi samma>]ara8 
bafa einbverjar frumtolurnar 1 laegri veldum, heldur en stersti 
sammaelirinn. [>ar mi allar frumtdlurnar eru hinar sOmu, <fl 
ekkert getur verid fflfkt nema veldisvfoarnir, t>4 m* sub^* 
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exponent hverrar firumtSla i hinum minni sammaelumfri exponent 
hinnar sflmu frumtSlu i hinum staersta sammaeli cptir (63, 4); 
kemur J>& f kvdtann sama frumtala mefl exponent^ sem er mis- 
munur hennar exponenta i deili og deilanda. Sama er ad segja 
urn allar frumtOlurnar i maehraum. Setjum nefnilega, a5 hinn 
staersti sammaelir s6 

m, m 2 m, 
Pi P, Pi •••• 

en hinir aOrir saromaelar hafl formiS 

J>a ver8ur a5 vera ji* < mi, pt 2 < 1713, jx 3 < m % 0. s.frv., og 
fa er 

y> Pg p » = ««»!— m m a — ji a m 8 — m 

Svo kvdtinn er beil tala. 

Daemi f tOInm: tOIurnar skyldu vera: 

43740000 486000 2700 
og uppleystar 1 frumfactora : 

2 5 . 3 T . 5 4 2 4 . 3 5 . 5 3 2* . 3 3 . 5 2 
Fruingjorendurnir eru 
2, 3, 5 
settir i laegstu veldin 

2 2 . 3 3 . 5 a 
fcetta product er £a peirra staersti sammaelir. AOrir sammaelar 
geta veri9: 

2.3.5 ellegar 2 a . 3 . 5 ellegar 2 a . 3 3 . 5° = 
2 3 . 3 3 = 108. 

og yfir hofu5 geta exponentarnir i hinum minni sammaelum verid 
vid 2 annaShvort 2, 1 ellegar 0, vi5 3 anna5hvort 3, 2, 1 eda 

0, og vi5 anna5hvort 2, 1, e9a 0. En hvernig sem J>etta er, 

fa er hinn staersti sammaelir 2 a . 3 3 . 5 a deililegur me9 dllum 

65rum t. d. 

2 a 3 3 5 a 

2*3*5 = 2 ' 32 * 5; h6r er mi = 2 > I 1 * =*" 

1, m ± — ^ = 1, m 2 = 3, p* = 1 ; m 2 — |x 2 = 2 % ; ro 3 = 

2, m = 1, m z — pt 3 = 1; t>ess vegna kvblinn = 2 1 . 3 a . 
5 l = 2 . 3 a . 5, og eins er me5 alia hina sammaelana. 

A5 hinn minsti samdeilandi s6 moelir aflra annara samdeil- 
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anda s&mn talna, leiSir me5 Hkum haetti af J>vf, a5 frumlftlnrnar 
eru hinar s&mu i binnm minsta samdeilanda sem f tClunum N, 
P, Q, og exponentarnir f bonum eins slorir sem hinir atarstu i 
feeiro, (121) samboriS vid (89), og par e& tflurnar iV, P, (), eiga 
einnig a8 msla alia sfna samdeilendur, t>& verSa sftmu frumtol- 
urnar f sfnum haestu veldum einnig &5 ltggja ( ftllum J>eim. Og 
par afl auki geta f hinum staerri BamdeilOndum lalnanna N, P, Q, 
verid fdlgnar aOrar frumtOlur, sem ekki iiggja I N, P, Q. 

124. f>egar yrasar tOlur margfaldast me5 sama factor, ellegar 
deilast mefl sameiginlegum divisor (meeli), |>d verSur baefli J>eirra 
staersti sammselir og einnig J)eirra minsti samdeilandi muUipli- 
ceradir me 5 sama /Victor eOa divideradir med peim sameiginlega 
divisor. 

Seljum tOlurnar si 2V, P, () °E marfaldist me5 n, svo verdi 
niV, nP, n(); enn framar si staersti samraaelir £eirra = *, og 
staersti samdeilandi = 8; J>& verflur 






pd er 2V = st og n# = nst = tw . t 



= u 



j>& er 



P^ 
• 



8U 



nP = nst* = tw.u 



() = St? 



nN 



ss ns 



pess vegna 
nfftldu JV, P, (?, fylgir nfalt a. 



nP 

— = ns 
u 


• 


-*■ = ns 

V 

Enn framar s6 




^ = p, fei er - = N, og — = niV, 


og nS = nN.p 


8 8 nS ' 
— = a — = P — = nP 

P CB <B 


nS == nP.ce 


C = °. J = Q T = n< ? 


nS = n0.o 



Yflr b5fu5 : nffildu N, P, Q fylgir nfalt S. 

Hva8 deilinguna snertir me5 sameiginlegum divisor, \>& m& 

sejja n— -, pannig a5 r se sd sameiginlegi divisor. p& er 



_**^--. 
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"f af »f * Q fylgir i ,. 



^8 
r 



= £. Ly „.q ^ »f *> *, C fylgir -S. 



Q = 300 
2*. 3.5* 



r = S_ = i _ P 
cb cb r r 



Dae mi £ toliun : 

^=720 P a 120 

uppleyst 2*. 3 2 . 5 ' 2 8 . 3 . 5 

Staersti sammaelir s = 2*. 3 . 5 = 60. 
Minsti samdeHandi S = 2 4 . 3 2 .5 2 = 360. 
Margfoldum xui allar Jrj&r tolurnar me5 6 ^= n, keraur 
2*. 3 2 . 5 . 6 2 3 . 3.. 5 . 6 2 2 . 3. &«. 

faum v6r einnig 6* = 2 2 . 3 . 5 . 6 = 60 . 6 = 360 
og 6S = 2 4 . 3 2 . S 2 . 6 = 360 . 6 = 2160. 
Hinar 6foldu6u tOlur era nd 

2 5 . 3 8 . 5 .. # . 2 4 . 3 2 . & 2 3 . 3 2 . 5 2 

fcistersti sammaelir = 2 8 . 3 2 . 5 
Minsti samdeilandi ~ 2 6 . 3 s . 5 2 . 

Etas er, ef vir deilum me5 sameiginlegujn divisor, U <J. med 
5 ) e5a kippum factornijm 5 fir fcrejnur tfllununvti ver5a fcaer 

2*. 3* ; 2 s , 3 2 2 4 3 . . ; 

Staersti sammaelir = 2 2 . 3 ... 

Minsti samdeilandi = 2 4 . 3 2 

fcannig hverfa pessir 5 einnig ur staersta sammaeli og minsta 
samdeilanda. 

• • • * 

u 



.< . i 
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AS t&lurnar t f u, v, p, a, d y gjftra hir enga breytingu, sest 
af t>vf t aft {iter era hinar sftmu, hvort aem menn margfalda e5a 
margfalda ekki, deila efta deila ekki. 

125. Hinn st&rsti sammslir talna er hinn minsti samdeil- 
andi allra sammsela peirra. 

j>vf s& stsrsti sammselir talnanna heflr i sir alia sammaela feeirra 
og frumtfllur J)eirra allar ( hinum togsta veldum, sem t>cer hafa 
i tftlunum (122). En pegarvir berum hinnstersta sammaeli sam- 
an viO samm&lana sj&lfa, J)4 heflr hann allar frumtdlur t>eirra 
allra i hinum haestu veldum (123). j>a5 er meS 05rum orflura: 
bann er peirra minsti samdeilandl (152). 

Til daemis veljum vir sftmu t&lurnar sem ( (124). 

2* . 3* . 5 2 8 . 3 . 5 2* . 3 . 5* 

Staersti sammaelir = 2* . 3 . 5 = 60. 

A& stierlti. sammaelirinn heflr her i 
sir allar frumtftlur sammselanna i 
peirra h&stu veldum, er h&rljdst; og 
a5 bann pess vegna sfe peirtra minsti 
samdeilandi eptir (122) og (123). 



Sammselarnir era : 


2*. 


3 . 


5 =* 


60 


2«. 


3°. 


5 = 


20 


2*. 


3°. 


5° = 


4 


2 s . 


3 . 


5» = 


12 


2 . 


3 . 


5 = 


30 


2 . 


3°. 


5 = 


10 


2 . 


3 . 


5° = 


6 


2 . 


3°. 


5<> = 


2 


2°. 


3 . 


5 = 


15 



Eptfr aSferOinni f (90) a5 Anna minsta 
samdeilanda stendnr reikningurinn 
20. '3°. 5 = 5 svo: - ... 

2° . 3° . 5° = 1 

2) 20 4 12 30 10 e 2 t* a 1 
2) 10 6 15 
"a 8 15 2.2. 15=* 60, minsti 

samdeilandi. 
f>a8 er athugavert vi6 pe&sa aftferft, a6 htin stondum gefur ekki 
hinn minsta samdeilanda, heldur annah stasrra, 'j>a5 erafl skilja, 
ef mfcnn ekki deila meft flrumtfthinum efla hinum minsta tftluro. 
f>annig er i pessu daemi, ef menn deila meft 4 f staftinn fyrir 
meft 2 . 2, fed er t>a6 svo: 

4) 20 12 30 , OA • 4 . , .. ; .. 

. - — « 35 * f :^° ^ 120,. stem samdeilandi. 

Eins er, ef menn deila me5 10 
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10) 20 12 $0 , A 4tk 

a i2 8 10 . 12 = 120, staerri samdeilandi. 

f>ar a m<5ti, ef deilt er me5 3 : 

3) 9Q 12 30 
~ Q 4 ie 3 . 20 =» 60, minsti samdeilandi. 

f>a5 s^nist vera merkilegt, ad margar gdflar reikningsbaekur 
ekki?skuli vara menn vi8 J>vf, afl delta med samsettum tOIum, 
f egar menn me5 J)essari afifertf vilja finna minsta samdeilanda. 

Vilji menn hafa a6fer5ina (116), sem er miklu lengri, til aS 
flnnaminsta samdeilanda, f4 hafa 20 og 12 sammseli 2; mi fvf 
skrifa i divisorinn factorinn 2. En svo hefir 30 einnig maelinn 
2, og ma J)vi skrifa i divisorinn 2 anna5 sinn, svo far standi 
2.2. En svo hafa 20 og 12 sammaelinn 2 annaO sinn; mi 
fwi skrifa ( divisorinn maelinn 2 f riflja sinn, svo far standi 2 . 
2 . 2. Svo hafa 12 og 30 sammselinn 3; verSur fvf aO skrifa 
hann i divisorinn eina sinni; er f>4 komifl 2.2.2.3. 
Loksins hafa 20 og 30 sammselinn 5, og mi skrifa hann einu sinni, 
svo i divisornum verOur f& 2 . 2 . 2 . 3 . 5 = 120. AOfessu 
buna margfaldast saman allar tOlumar 20, 12 og 30; kemur 
7200, og fa5 deilist me5 120; fsest minsti samdeilandi 60. 

126. Framkvsemi tveggja talna er jafnt framkvsemi hins 
staersta sammaelis og minsta samdeilanda feirra. Setjum tOlurnar 
sfc P og Q, stsersti sammselir = *, og minsti samdeilandi — 
S, fa er 

PQ = sS. 

Her er gj6rt ra5 fyrir, a5 tolurnar se leystar upp f feirra 
frumgjOrendur eptir (113). Til a8 sanna setningu fessa, fart ei 
a5 skipta ser af nema einni frumt51unni f b&8um tOlunum P og 
Q, f vi hifi sama er a5 segja urn f ser allar. Nu hefir f essi frum- 
tala annadhvort sama e5a missttira exponenta i baflum tfllunum. 
Segjum fyrst hun hafi fa missttira, f & tekur s hinn minna og 8 
hinn stserra, og summa fessara exponenta verSur exponenta 
summan, f egar s og S skulu margfaldast saman, eins og f egar P 
og Q margfaldast saman. Framtalan (rdtin) er hin sama i s og 
S sem 1 P og Q, og exponcnta&ummm sama, svo productid er 
hi5 sama PQ sem $8 eptir margf61dunarreglum vi5 monQmia 
(53). S6 veldisvisarnir jafnir, fd tvofaldast feir baefli t PQ og 
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$S og productin vcrfta ein og sama stmrftin vi5 b&ftar margfald- 
anirnar. 

t = 5 f . 7 8 . II 1 P«* 5*. 7 8 . 11* 

S = 5*. 7 4 . II 8 Q — 6«. 7*. II 8 

«S = 5 e . V . II 6 F() = & fl . 7 7 . II 5 

Af pessari setningu leiftlr p6«, aS staersti samnuelir og minsti 
samdeilaodfi geta iktardazt I iveimur 161 ora hvor af ftftrum. 

127. Dina slsersti sammffilir og minsti. saradeilandi breytast 
ekki fyrir paft I Ollura tolunum, pd hvor peirra s£ settur fyrir tvaer 
af tolunum sjilfum, paft er aft skilja s&, sem gildir f peim tveim- 
wr tOlum, s6 settur fyrir par tvaer tolur sjalfar. J>vi: 

llinn staersti sammaelir fleiri talna er product frumlalna peirra 
allra i leegstu veldum. Frumtdlurnar geta ilitizt binar somu i 
Ollum tolunum, pegar hinar vaotandi cm skoftaftar i nullta veldi. 
Hin lsgstu veldi eru bin somq, bvort sem pau eru ut af fyrir 
sig, efta sameinuft o&rum hserri. H&rverour pvi i tilliti til stsrsta 
samm&lis engin breyting & bonum i oil urn t&lunum, p6 i stadinn 
fyrir hverjar tvaer af tftlunum se settpr ( peirra staersti samraaelir. 
Lfkt er t>a8 aft si'nu leyti meft hjnn minsta samdeilanda. Hin 
haestu veldin eru bin sdmu, hvort sem pau eru lit af fyrir 

* 

sig, efta sameinuft oftrum laegri. far verftur pvi engin breyting 

& binum minsta samdeilanda, p6 tveggja talna minsti samdeil- 

> 

andi sfe settur fyrir paer tvaer tolur sjdlfar. 

Hfcr af leiftir, aft paft er leyfllegt aft utreikna staersta sammaeli 
pg minsta samdeilanda fyrir tvaer af tolunum fyrst, setja svo paft, 
sem utkemur fyrir paer sftmu baftar, taka svo hina priftju meft 
titkomunni af hinum fyrstu, svo bina fj<5rftu meft utkomunni ann- 

ari o- s. frv. 

< 

Atbugi. t>etta leyfi hefir einnig verift notaft (116), par sem 
reglan fyrir minsta samdeilanda er utvikkuft iil fleiri talna. En 
par ekkert siftan hefir verift grundvallaft a peirri reglu, dlitum ver 
paft ekki skafta vort mathematiska laerdtimskerfl. 

* « 

128. Tala, sem erdsamm&ld meftfleirum ftftrum, er einnig 
6gamtoseld meft peirra frarnkvcmi ; og pegar ymsar tftlur eru 6- 
Sammroldar, p& era peer paft «innig Haefl Ollum heilum veldum 
peirra talna. fvf: 

j>egar tftlurnar eru dsammaeldar, p& hafa paer engan sammaeli 
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utan 1, (1 14). J>a eru einnig frumtOlur peirra Jmislegar. Frura- 
tata hinnar einu gengur pvf ekki upp i flrumtOlum hinoa annara 
og ekki upp i produttum peirra (117), (H8), ogpess vegnaekki 
upp i peirra heilu veldum. 

Athugi. Hir hjalpar ekki paBraB, aBsetjahinar vantandi frum- 
t51ur i nullta veldi til a5 gefa peim sameiginlegt form ; pvf £6 
frumtala f Ota veldi se bafln upp f veldi, pa verBur hun p<S afin- 
lega f Ota veldi, J>vi exponentinn verBur aidrei nema 0, mefl 
hvaBa tdlu sem harm er margfaldaBor (73, 4). 

129. Tala, semer deilileg meflfleiri OBrum tolum, er einnig 
deilileg raeB peirra minsta samdeilanda. 

|>vi pegar talan er deilileg meO peim 65mm tolum, pa hefir 
hun i ser allar frumtOlur peirra, og par binar sOmu annaBhvort 
i haerri veldum, ellegar a5 minsta kosti f jafnhaum veldum sem 
f peim. Hinn minsti samdeilandi pessara talna hefir frumtOlur 
allar hinar sdmu sem paer, en einungis i haestu veldum peirra 
(122, 3), og pess vegna aldre* f haerra veldi, en par frumtOlur 
hafa i tolunnt, sem er deilileg meB peim. H£r af leifiir setningn 
pa, er sannast alti. 

130. Frumgj$rendurnir i veldistolu nta stigs eSa veldis 
framkoma i veldum, pannig a5 veldisvisarnir eru deililegir meB n. 
Sfc iiefnilega: 

f»vi pegar a er haflfl upp i nta veldi, pa eru visarnir margfald- 
a5ir me5 n, kepaur p& 

J>& verBur 0L t '= n$ u a a = np a •••• a t =*= n($ t 

Skjring. A6 hefja upp I veldi mun vera nokkurn vfegidn skiljan- 
legtaf (53), par sem er somiuB reglanum exponentana. A8 hefja 
staerB upp I veldi er a8- sfetja hana svo opt factor sem exponentinn 
AkveBur. : Vilji eg hefja . 5 .upp. f 3J* ' veldi, . set eg 

5 8 = 5 . 5 • 5 = 125. . . 

Vilji eg faoQa m 2 upp i ft* veldi, pi set eg 
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« **+*+*+* = m« 

|>vl exponentar Bama stafs eiga aS leggjast aaman i margfoldun- 

inni eptir (53). En pegar exponentinn er hian sami vW alia 

faetorana, ems og eri velda upphafningunni, f)£ anyst samlagn- 

ing eirpotMnlanna i margfOldun meS exponentinum; t>ess yegna 
(mY — m *.4 ra m 8. 

J>esa vegna, )>egar a er taaflfl upp f n*» veldi, pi era vfsarnir 
roargfaldaAir mefl n; kemur n$ = a. 

Daerai upp i h5fu5setainguna i t>es8um UHuliS getur verifl gflmul 
t>ula, er vAr hdfum, er (tannig hljdBar: 

MaOur gekk inn i hallarg6If, hafOi i hendi stall 12, en A hverj- 
um stafnum greinirnar 12, & hverri greininni kvistina 12, Ahverj- 
um kvistinum laufln 12, & hverjn lanflna teBarnar 12, k hverri 
aeOinni teningana 12, og & hverjum teningnum teningsaugun 12. 

Hfcr eru veldisstigin 7 = n, a = 12 = 2* . 3, a n = 2 M 
31.7 = 2 " . 3 7 , Pi = 2, p, = 3, ai = 2, a, = 1, svoa= 
pfipj* = 2*. 3 = 12, a 7 = p*kpjfo . 2 TJ . 3*-* = 2 ,4 .3 T . 
fella mi a marga vegu iitreikna t. a. m. me5 pvi aS hefja 12 i 7 dl 
veldi, 12. 12,12. 12. 12.12. 12 = 35831808 ellegar (12.12. 
12)» . 12, en 12 . 12 . 12= 1728; |>& 12 7 = 1728* . 12 = 2985984 
. 12 — 35831808, ellegar (12 . 12) 8 . 12 = 144 s . 12 = 2985984 
. 12 = 35831808, ellegar 12*. 12 8 . 12* = 144 . 1728 . 144 
= 248832. 144 = 35831808. En feetta md einnig reikna eptir 
frumgjOrftndunum og veldum feeirra p^P* og pjP*, ogt>a54ym sa 
vegu fcannig: 2 7 '* = (2 . 2 • 2 . 2 . 2 . 2 . 2)* = 128* = 
16384, sem margfaldast & mefi p*$* = 3 T • * =» 3 7 — 2187 = 
3.3.3.3.3.3. 3,nefnilega 16384.2187 = 35831808; 
hinn fyrri factorinn 2 7 • * — 2* • 7 = 4 . 4 . 4 . 4 . 4 . 4 . 4 
= 16 . 16 . 16 . 4 = 64 . 64 . 4 = 64* . 4 = 4096 . * 
= 256 f 64 = (8 . 8 . 2)* 0. 8. frv. Siflari factorinn 2187 
= (3«> 2 . 3 = (3 a ) 8 .3 = 9.9.9.3 0. s. frv. Svo m* 
og blanda faetorana t. a. m. 2.2.3.2.2.3.2.2.3. 
2.2. 3. 2.2.3.2.2.3.2.2.3 = 12 . 12 . V 
12 . 12 . 12.12, og margvfslega ma setja pelta sundur og saroan. 
131. £egar tala (N) er fnllkorolft veldi af fleiri sliguro, svo 
sem n u n a , n^ •••• nefhilega 
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N s a* =s= a?* = aj» • ••• 
t>d er hiin efnnig fullkomift veldi pess stigs, sem er minsti sam- 
deilandi exponenianna n n n a , tig, •••• 

j> Y { N= a™ 1 s^nir, a5 talan N getur verifl i forminu a?*,]>aft 
er: htin getur sundrazt i n x jafnstOra gjOrendur, og er |>& hver 
peirra a^ Meft sama haetti synir N = aj*, aQ i^ getur sundr- 
azt i n 2 jafnst6ra gjOrendur, og t>eir sd pd hver fyrir sig a J9 og 
sama er a5 segja urn 611 Onnur stig, sem N getur verifl veldi 
af. f>egar nu N getur pannig sundrazt i. n x og undir eins f n 2y 
«3 •••• jafnstOra gjOrendur, J)4 verftur hun a5 vera jjannig dsig- 
komin, a6 hun geti sundrazt i minni jafnstOra gjOrendur, svo 
marga, a5 Jjeir geti flokkaft sig ( n t , n 3 , n, h6pa, svo talan N 
aetift Atkomi. |>essara gjOranda fjSldi 1 N ver9ur pvf aft vera 
deililegur me5 n 1} n a , n 3 ---«, fcaft er meft Oftrum orftum, aft 
gjOrandanna fjoldi verftur aft minsta kosti aft vera minsti sam- 
deilandi talnanna n 1) n 2) n 3 • ••• eptir (129). 

Daemi: 

1000000 = 1000 . 1000 = 100 . 100 . 100. 

far J>essi tala getur sundrazt i tvo jafna gjOrendur og undir 
eins f |>rjd jafna gjorendur, pd hlj6ta pessir gjOrendur aft geta 
sundrazt f enn minni gjOrendur, pannig aft feessir sfftast nefndu 
geti flokkaft sig f tvo jafna hdpa og Hka f ferjd jafna hdpa. Nii 
er 6 minsti samdeilandi talnanna 2 og 3, en vdr vitum, aft 6 
getur flokkazt i tvo jafna tiOpa, ef 3 eru I hvorum, og Hka i 3 
jafna h6pa, ef 2 eru i hverjum, pannig er {>d 

loooooo — io/io.IOo^.IoTTq = 100 3 = 1000*. 

Eins er 

729 «= 9* =* 27* efta 729 — 9 i . 9 • 9 — 27 . 27. 
HJr er og 6 miosti samdeilandi talnanna 2 og 3, og 729 — 

Enn framar, .fcegar m er hvafta tala sem vill, |)d er fyrir annaft, 
priOja og sjOtta stig : 

mmmmmtn = (m»i)(mf?iX*»m) =* wt 3,3 

= (mmm)(mtnm) = m 3,3 

SOmuleiSis fyrir annaft, fefiftja, Omta, sjOtta, tfunda, fimtdnda 
og frrftugasta stig: 
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(mm)(fwmXtnm)(tnmXtnmX«wfwXmmX»nfwXfnm)(mfnX»>im^ (mm) (mm) 
(mrnXmrn) = (wmm){mmm)(mmm)(mmm)(mmm)(mmTn)(mmm) 
(rnmm)(mmm)(mmm) = (mmmmm)(mmmmm){mmmmm)(mnnnmrn) 
(mmmmm)(mmmmm) = (mm»nmniw)(mminw»nfn)(mmmmmrnj 
(m/wnwiiT7wn)(mmfw/nfwi7i)==(r?i^niinyw7wnifnfnm)(nimmTnm772mmfwm) 
(mwwunnMnmtufwn) =^ (fnmtnvnmmmmmmmmmtnfn) 

(mmrnmmmmmmmmmmmvi)* 

132. Sd staerftin a t ekki veldlstala i 
N = aj* = a?» = aj» •••• 

i (131), t>a8 er a 5 skilja, ef anna&hvort frumgjftrandanna visar t 
ax eru tfsammsldir, ellegar a x er dpetemerud, e8a i svo kftlluflu 
fyrsta veldi, en skal uppheijast f nuveldi til aS verSa = N, og 
N & a5 vera fullkoraiO veldi af ^msumstigum (131), svo sem n„ 
n Jr ns • • • •, J>4 verSur n ft deililegt roeS n Jf «»••••, og a* og <% 
verSa t>& veldistftlur, sem upphafftar til ^rasra velda verda = N. 
p\i fear frumgjftrendurnir i a t bafa dsammeelda visa, og <h 
t>arf aft poten$ero$t me& #4 til aft vertya = N, |>a ver&ur a t i 
fyrstunni aft vera 6poten*eru6 tala(130) og pess vegna hin rainsta 
talan, sem ver&ur potenserud I N> £4 ver&ur bun aft vera eining 
samdeilanda veldisstiganna, og sama sem m i (131). Hunblytur 
J>vi aft potenserast meft storstum exponent, efta meft tdlu, sem 
er minsti samdeilandi talnanna n l% n 2y n$ — , og f^ verdur fea 
binn minsti samdeilandi {)eirra sjdlfur, en hinir exponentarnir 
n 3 , n $ **»- verfta pvi aO ganga upp i bonum efta vera maelar 
bans. H&r af leiOir pd aptur, aft tolumar a, og a$ • • • •, sem 
einungis potenserast meft jn&lutuub til aft verfta = 2V = aj» , 
verfta aft vera veldistftlur, til aft eiga eins og skemra i land til 
aft verfta = N; feaer verfta n^fnilega aft vera 4 borft vift (mmm • • • •) 
i tolulift <131). Meft b6kst6fnm m4 fretta pamiig Idkna: 

2V = a?* = aj* = aj» •••• 

*= (0*+)**= (a***** = (a**'** 

Setjum mi a* = 1; til aft t&kna a t sd dpoten&erud tala, pa 
m4 setja a t I staftinn fyrir 611 a, sem h&r era to index; t>4 
ver&ur 

HJr er a x sama sem a? efta eining veldisdtlganna, og undir 
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eins sama serti m i (131); t>ar & m6ti er af»> af* •••• sama 
sem (mmm*">) i (131); Hir sist og, a5 

• » * 

J>a5 boftar, aO n x si deiiileg me5 n 2 , n^ • •••, og si veldis- 
stiganna minsti B&mdeilandi. Si mi ekki a x eSa bin 6potenser- 
ada tala gefin, J>& hJytur hun J>6 aeti'9 til a5 vera, |>vi veldis- 
stlganna samdeiiandi getur ekki sta&izt an J)ess hann hafi efn- 
ingu, og einingin er o x e5a m. J>a8 getur veri5, a5 a x si 
ekki samsett af ymislegum frumtolum, svo ei sjaist, aO frumtaln- 
anna visar si 6sammaeldir, en |>& hlytur 3amt kunnugt vera, hvort 
J>a9 er potenserud tala e5a fyrsta veldi. Si tofin potenserud, pi 
ma hun ekki vera a u heldur verdur a5 leita ad annari tolu, er 
geti verid a u og fengi5 hinn staersta exponent % f tolunni N. 

133. |>egar teljari og nefnari brots -r- eru frumtdlur sfn a 

b 

milli, J)&erbroti5 dstyttanlegt e5a frumbrot (a donsku : irreducibel 

Br5k — Prirobrdk) ; \)k geta taenn ekki sett neinar minni tOlor i 

sta9 teljara og hejnara, an J>ess brotsins gildi raskist. 

{>yf af (85) sist, a5 styjUa m& brot me5 sammaeli teljara og 

nefnara, pegar nyi teljarinn ver5ur eins mSrgum sinnum minni 

en gamli teljarinn, sem nyi nefnarinn er morgum sinnum minni 

en gamli nefnarinn. J>a9 er me9 69rum or9ura, a5 teljari og 

nefnari hafi sammaeli, sem gangi upp f b&ftum, 6n pess hann si 

= 1. Ea hir vHium vir sko9a, hvort ekki megi einoig stytta 

brot an sammaelis. I^tum hi5. gefna brot vera t -=-, en hio nyja 

» < » • . . *^ 

— , Jjannig a9 si 

•a. . . • m, 

b n 

og m og n si heilar tolur, en a og 6 frumtolur sfn & milli. 
Margfoldum ver 
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j>ess vegna: Hver sii tala, sem gengur upp I an, gengur 
einnig upp i 6m, og aptur & m6U, hver tala, sem gengur 
upp i bm, gengur Ifka upp i an. fess vegna er 6m deililegt 
me& a, undir eins og t>a5 er deililegt mefl 6. Enn framar: 
J>ar bm er eptir pessu deililegt bseSi me& a og mefl b, Jii er 
pafl einnig deililegt mefl ab, sen er minsti samdeilandi tata- 
anna a og b (129), par paer eru frumtOlur s(n & milli, eins og 
geOfl er (116). MeO pessu m6ti verflur p&:. 

— - heil tala. 
ab 

og t>ar bm = an, p& er 

6m on 

06 ab 

ein og hin sama beila talan, nefnilega 

™ = 2L = heil tala. 
a b 

|>essi brot eru p& launbrot (80), og teljararnir eru \i anna5- 
hvort jafnir nefanrum sfnum, e5a sterri en l>eir. f fyrra til- 

fellinu verflur brotiS -^ ekki stytt, J>vf nfla brotifl — hefa 

somu tolumar sem -7-: og I sfflara tilfellinn verflur -r- held- 

o 

ur ekki stytt, beldur pvert & m6ti lengt, pvi Wlur nyja brotsins 
— eru fed multiple* talnanna ( brottou -j-. HSrme5erj>&sann- 

afl, afl — er dstyttanlegt, ef pafl heflrekkisammaeliannanenl. 

134. f>egar tala p er bsammaeld fleirum flflrum q, r, »••••) 
p& gengur htin ekki upp f frarakvaemi peirra- qr$ • • • • 

fcessi setning er aB mestu leyti bin sama sem (128), en hfcr 
viljum vftr skofla pafl efni betur. 

Leysum mi allar tfllurnar upp f peirra frumgjdrendur 

p = pfipf* , q=$*$* , r*=rt*rl[* 

|>a ma takna deilinguna Jrannig: 
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f>ar talan p er osammseld q, r, 8, • ••• fed.gatiga fromUUnrnar 
i p, 8vo sem p u ekki upp i neinum frumgjOranda deilandans, 
fecss vegna ekki f framkvaemi feeirra eda deilanda sjdlfum <p*--«- 
(117), og fear frumtalan p x gjorir J>a5 ekki, fed gengur framkvaemi 
allra frumtalna f p, sem er p sjalfl, ekki upp i £!•*•••• fevl feegar 
deilingin me 5 p t gefur brot af ser, fed hverfur fe^5 brot ekki i 
burtu, feegar aptur skal deila feeim brotna eSa blandna kvota meft 
p 2l fevf af deilingareSIi brota e5a blandinna talna mefl heilli tdlu 
skilst, aS brotiS hverfur ekki, heldur deilist aS nyju (98, 1,2). En 
af (58*) er Ijost, a5 me5 ollum gjorondum deilis a a5 deila. 

135. f>egar ein tala ekki gengur upp f annari, fed maalita 
sem fea5 komi af ymislegleika frumtalna feeirra, ellegar einbverra 
frumtalna of hdu veldum i divisor. 

Ymisleiki frumlalnanna getur taknazt me5 ymislegum b6kstdf- 
um, likt og (63), (er fed ekki nauSsynlegt a5 greina fear meS 
indeocum). Sfc allar frumtolur deilis og deilanda ymfslegar, fed 
gengur deilir ekki upp i deilanda (134). Nu kunnasuroar frum- 
tolurnar deilis a5 vera somu sem i deilanda, feo sumar sd ymis- 
legar, en fed eru feeir sammaeldir. j>d ma buvl-dividera jafn- 
baum veldum tir biSum feeim, svo baum sem verdur. S£ fed 
exponentinn jafnsttir i deili sem deilanda, fed hverfur sii frum- 
tala burt ur bddum, en hinar 6sameiginlegu halda ser, og gjora 
}>ad a5 verkum, ad deilir gengur ekki upp i deilanda. Si nu 
exponent hinnar sameiginlegu frumtolu staerri f deilanda en deili, 
fed md Idta hma sameiginlegu frumtdlu hverfa ur deili (63), en 
hinar dsameiginlegu halda ser fyrir t>a5, og deilir gengur ekki 
upp i deilanda vegna feeirra. En hafi hinar 6sameiginlegu engar 
veriS, fed gengur upp. Se nu loksins exponent sameiginlegu 
frumtolunnar minni ( deilanda en i deili, fed md lata hana hverfa 
ur deilanda, en hun heldur ser fed i deili me 5 laekkufium expon- 
ent, og er hun fed ekki sameiginleg frumtala lengur, og gjdrir 
bun fead a5 verkum, aS deilir ekki gengur upp f deilanda, hvdrt 
sem nokkrar a9rar <5samciginlegar . frumtolur voru til edur ekki. 
j>annig er fea5 undir frumtdlunum komiS og feeirra veldum, hvort 
deilir gengur upp i deilanda efla ekki. Svo feegar ekki upp- 
gengur, fed er fea5 af hinum dsameiginlegu frumtolum ellegar af 
ofhdum exponentum hinna sameiginlegu I deili. Si fed hinum 
sameiginlega m$li burtvarpafi meS deiiingu, fed verda deilir og 
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deilandi dsammiBldir. |>ar af leidir, ad |>egar deilir gengur ekki 
upp f deilanda, \>h eru pair daammsldir etlegar verda gjorSir 
dsamm&Mir med deilingu, er Jatur hinn sameiginlega mieli hverfa. 
Ad Bleerri tala gengur ekki upp i minni tdln, er alkunnugt 
fr4 brotnnum, J>ar brot myndast dr leifunum, sem minni eru en 
diviior (57); kemur (>& ekki til skodunar, hvort tdlunar era sam- 
nueldar eda ekki. Samt mi einnig heimfsra pad tilfelli til nsr- 
veranda (135) tdtalids, |>vf audvilad er, a5 annadhvort eru allar 
frumtOlumar ^mialegar, og ad $& gengur ekki upp, ellegar a5 
einhver frumtalan i divisor heflr httrri exponent heldur en i 
dfoidendus, og {>egar bun er latin hverfa ur dividendw, verJa 
deilir og deilandi dsammffiidir, svo |>4 ma alfta petta tilfelli heyra 
undir (134). f>egar J>vi minni. tala skal deilast med stern, t>d 
eru tdlurnar annadhvort dsammsldar, ellegar verda gjdrdar 6sam- 
msoldar med deilingu, er tetnr bind sameiginlega maeli hverfa. 

136. Setningin (133) mind einnig sannast af (134) Jmnnig: 
Ef a og b eru frumtOlur sin & milli, £4 getur ekki verid 

a m 

• b n 

Jwnnig a5 se m < a, og n < b, J)vf |>ar af leiddi 

an 

ngfnilega : b gengi upp i an, svo m yrdi befl tala. En {tad mdt- 
maelir (131); J>vf hfcr er gefld, ad talan 6 ad dsammsld a, og 6 
6& staerri en n, feess vegna ])aer tdlur einnig dsammsldar, a5 
roinsta kosti eptir burtvarp samm&lis (135). £4 leidir J>ar af 
ep.tir(134), ad b eda factor J>ar lir (annar en 1) gengur ekki upp 
i framkvaeminu an, og m getur ekki ordid beil tala, 

137. Tala, sem er maelir divisors d og dividendi D, er 
einnig maelir leifanna r- S&mileidis: 

Tala, sem er maelir divisors d og leifanna r, er einnig maelir 
dividendi D. 

flidfyrra leidir. af (58, 12). 

Eesiduum « div'idendus — divisor X quotient, pad er: 
r *=* D — qd 

fcegar tala gengur upp i d, {)& gengur bun einnig upp i £<2 
eptir (105, 3), og pegar hun einnig gengur upp i A £4 gengur 
bun einnig upp i hnsmuninum D — qd (105, 1^ sem er = r. 
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HiB si'dara sannast meft sam'a hatti af (58, 8). 
Dividend** =* divisor X quotiens + rtfitiutim, pa8 er: 

2) ssr gtf + r ' 

}>egar tala gepgur upp i d, J>4 gengur htfn einnig upp f.gtf 
eptir (105, 3), og pegar hiin einoig gengur upp I r, pi gengnr 
hun og upp i summunni qd + r (105, 1), sem er Z>. 

138. A3 Anna staersta sammaeli handa tveiraur tolum, hinni 
staerri p, og minni q (e5a til betri samhlj65unar: minni p ). 
I>etta verkefni er aSur framsett (88), en sOnnunina vantar par. 

Urlausn. Deil staerri tdlunni p me5 hinni minni p ; verBi af- 
gangur p u pa deil rae5 honum hinum p& viShafSa deili p , og 
8i8an hverjum divisor p T __\ me5 hans afgangi p r Kv6tarnir geta 
taknazt me5 a og sama index sem divisorar peirra. |>essu s6 
framhaldid, unz enginn afgangur verSur; er p& hinn sfSasti cfttn- 
sor p m , staerstur sammaelir fyrirlagdra talna. j>4 verSur : 

p = f*oPo + Pi 

P =*= a,p t + P* 

Pi = «*P* + P» 



Pr-_l = °rPr + Pr-fl 

t 
Pm—2 = a m— l^m—l + Pm 

Pm—i = a mPm + ° 

H&r sfest, aft tala, sem er maelir tveggja naestn talna p, p , p u 

p a verBur maelir allra i s6mu ro5. f>vf maelir p og p er 

maelir p x eptir (137), og aptur maelir p Q og p t er maelir p a , og 
svo koll af kolli. J>ess vegna verftur p m , sem er maelir p m — ^ 
og sjalfs sins p m ad vera maelir talnanna p og q eda. sem her 
kallast p og p . Talan p m er undir eios staersti sammaelir pess- 
ara talna, pvi vaeri nokkur tala staerri en p m obaellr talnanna. p 
og g, yrfii hfin einnig* ad ganga upp f p m ; en pefta er 6m5gu- 
legt, par engin tala gettrr gengift upp f annari, sem er minni. 
pa6 er stundum, afi p m . verjur =*= 1, og bo&ar pad) aft pj og g 
*6 frumtttur sfn 4 rtilli. Sam b or (114).. , v ,r ,: 
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Athugi. t pessum tfilalift er a8 mestu fylgt framsetnlngarhctli 
prof. Bammar. Honom er einnig fylgt viOa i pessari b6k. 

Demi. Ver viljuro eptir framsettri reglu Anna slssrsta sam- 
ntffili talnanna 168495 = p, og 19035 = q =p - 
Po «. 19035) 168495 (8 = «, 

152280 

p, = 16215) 19035 (l = o, 

16215 

p, == 2820) 16215 (5 = o, 

14100 

p, = 2115) 2820 (1=0, 

2115 

Pm — J>4 = 705) 2115 (3 = o 4 = a m 

2115 

ft = o 
|>ar e8 5 ta leifia verSur her = 0, pa er 705 eOa 4*» leifin 
p 4 = p m staersti sammaelir geOnna talna. 

Eptir reglunni(122, 2) yrfli staersti sammaelir pessara talna pannig 
fandinn, asamt sjalfri nppleyaingn peirra i framgjdrendur (113). 

3) 19035 3) 168495 



3) 


6345 


5) 56165 


3) 


2115 ' 


47) 11233 


3) 


705 


239 


5) 


235 





47 
19035 = 3 4 . 5 . 47. 168495 = 3 . 5 . 47 . 239. 

Nii eiga t>eir frumgjOrendur, sem flnnast f peim b&Sum, a& 
setjast f hid Isegsta veldi, sera fceir hafa ( feeim. FrumgjOrend- 
urnir eru: 

3 5 47 239 
Og settir i bin laeg&tu ^eldi 

: 3 1 . 5*. 47 l . 239° — 3.5.47.1 *» 15.47=^705 
.og kemur £eUa heim viO hina adferfiioa. 

139. Styita m&a&feriftna (138) nokkuS mefl fyllitOlu, feegar 
nefnilega afgangur p r i i \er5ur meirf eh helmingur deilis hans 
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p T mefl ]>\i afi draga afganginn fra deili, og deiia svo deili p r me8 
fyllitQlunni p r — J> r _i_t (t>enna mismun kaliar tilafur Olavius 
fyllitolu f sinni vegleidslu til talnalistarinnar, Ms. 190). 
Ofanskrifad daemi reiknast t>annig mefl fyllitdlum : 

19035) 168495 (8 
152280 

16215 
19035 



Fyllitala 2820) 19035 (6 

16920 

2115 
2820 



Fyllitala 705) 2820 (4 

2820 

0. 

f>etta leiCIr af t>vf, a5 staersti sammselir talnanna 19035 og 
168495 mselir afganginn 16215 eplir (137). En melir deilis og 
afgangsins er og mslir peirra mismunar (103,1), hann ernefni- 
lega mslir fyllitdlunnar. f>ar . ma bvf deila hennar deili me5 
henni, og hvenaer sem afgangur verdur meiri en helmingur deilis, 
ma taka fyllitOlu a5 nyju. 

AnnaS er og, sem stytt getur hina umt61u5u reikningsa5fer8, 
og e'r pad peKa : Sjiist, a5 p T _ x og p r hafi samrasli n, rod varpa 

p T __x p r 
honum hurt og Anna sfdan stasrsta sammaali handa og — : 

V 
hann verSur p& — , og er pd haegt a5 finna p m me5 pvf a5 

margfalda hann meO n. J>vf par ver6a allir lidimir i r69inni fra 

ft i ummyndaoir f * — -> » — > — — * • • • en kvotarnir a. a. • • 

"•') a m hreytast ekki. 

f ofaaskrtfuflu dsetai sjiuratfer strax, a8 bddar gefnn tOlurnar 
em deilUegar, me5( 3 *g .5 egtic deilileikseinkunnunum (86,2,4), 
og pess vegna med 1 5, par 3 og 5 eru frumtolur. f>& md deila 
M5nm gefnu tdhinutn me5 15, ;ver5a p& allar tdlurnar f roOinni 
1 5 8innum minni : 
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?5. = I269) 11233 (8 = o 
lo 

10152 

?L _ 1081) 1269 (1 = o t 
15 

1081 

f| = 188) 1081 (5 _ a, 
15 

940 

£ = 141) 188 (1 wm a, 
15 

141 

|| - 47) 141 (3 = o 4 =a m 

141 

*«. = 0. 
15 

Loksins margfaldast 47 meS 15, keraur 705, sem er hinn 
eptirieitafti sters,ti sammalir. 

140. SSrhver tala N \er5nr sell i eptirfylgjandi 3 inyndir: 

tf^j + M' + M* + M* l 

= b + b t +b 2 + b 3 hM^ .— lJ+fijtA 11 -!) 

+ 6 3 (A 8t -l)+. n. 

bg m& skera hana (t61una #) I stu81a, mc5 t stfifum f hverjora 
fri haegri hendi til vinstri. StafaJ>y5ingu og sdnnun viljum v6r 
framsetja sm&msaman i eptirfylgjandi tdluli5uaj. 

141. Fyrst er a8 hugleiSa I*» myndina: 

jf = b + ^A* + b 2 A* -f 6 8 A si ••• l 

{ tugakerfinu (decadikinni) [>y5ir A umferbina, sem er 10, 
samber (9); fcess vegna er i fcvf kerfi 

..# =» 6 + 4ilV + MO* + MO 8 * *•-••* 

LAtum vfcr nii 1° vera t » 1, fe& <&r tattn'i sinni venjulegu 
mynd, aefnUegfa: .» • ' 

N ==± b + MO + MO*' 1 ^Jb $ lM'* •••• 8Binber(9). 
f>a5 er 
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if — b + b t lO + 6,100 + 6 3 1000 

\>k er b einingastafurinn, b x tugastafurinn, b 2 bundradaslafurinn, 
b 3 fmsundastafurinn o. s. frv. 

Nii. sjaum v6r, ad 10 gengur upp i ^10, 6*100, 6 3 1000 o» s. 
fry. (103, 3); {)ess vegna gengur 10 upp i N } ef sii tala gengur 
upp i einingastafnum b, eptir (103, 1). En t>ad gjdrir 10 ekki, 
nema med fevf m<Hi, ad s6 b = 0; [>vf steerri tala, sem hfer er 
10, gengur aldrei upp i minni tolu, sem h6r er einingastafurinn. 
Se £vi einingastafurinn ekki = 0, fed verdur hann residuum mini- 
mum eda minstu leifar tolunnar JV eptir mo^teZus 10, samber 
(104), nefnilega: 

N = b (mod. 10) 
og sfe 6 = 0, fed verdur 

JVT= (rwocf. 10), 
pad segir, a5 10 gangi upp i AT, ef einingastafurinn er 0. H6r 
med er fed sonnud deilileikseinkunn tolunnar 10, er var framsett 
an sonnunar i tdlulid (86, 8). En h&r af spreltur fed einnig sonn- 
unin fyrir deilileikseinkunnunum talnanna 2 og 5, feartdlur, sem 
eru samsvarandi eptir vissum modulus, eru fead einnig eptir mal- 
um hans (108). Her verdur fed: 

i*r = & (mod. 2, 5, 10) 
t. d. s& 

Jff = 3456789, 
sem md skera feannig i stu&la eptir ddursdgdu, feegar t = 1 

tf = 3|4|5|6|7|8|9 
b&bsbxbgfiibxb 
og # =ss 9 (mod. 10). t>a verdur einnig eptir (108) 

N s 9 (mod. 5), 
fe6 9 s& fed ekki minstu leifar, beldur 4, nefnilega 

N ss 4 (mod. 5). 
{>essar minstu leifar 4 finnast med J>vf, ad draga modulus 5 frd 
9 eptir (104), ellegar med J>vi, ad deila 9 med 5, J)vi fed verdur 
afgangurinn = 4. Ad talan N = 3456789 bad einnig leifarnar 
4, t>egar henni er deilt med 5, finst med deilingu; >feess. vegna 
samsvarar hun einnig 4. 
Med likum haetti md Anna: 

N = b (mod. 2) 
eda N = 9 (mod. 2) 

12 
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t>6 9 si ekki minsta leif ; en bioa minstu leif mi Anna, me5 t>vi 
aS draga modulus 2 Qdram sinnum fr4 9, ncfnilega : 

9 — 2 — 2 — 2 — 2=9 — 8=1, 
ellegar deila 9 me5 modulus 2, verSor |>4 afgangar = 1. Si 
pi Uka ttlnnni N = 3456789 deilt me5 2, J>& verSur afgangur- 
inn = 1, og talan er oddatala og eongruentian s6nn, nefailega: 

3456789 ss 1 (mod. 2). 
Maelarnir i A i kallast f t , og (tegar #= 1, e8a pegar einnt6In- 
stafur er hafSur f stuOli, vcrBur f t almenn t&knun fyrir maelana 
MO, nefailega 2, 5, 10, svo eongruentian j)eirra verSur 

N ■■ 6 (mod. A)- 

2°. Ldtum vir nii vera 2 stall f stuSli hverjum, ]>k er t = 2, 
og skoftum sflmu tOluna; t>& sundrast bun t>annig: 

JT = 3|45j67|89 
b s b 2 b 1 b 

I>4 heita moduli f 2i og N leysist npp fmnnig : 

b — 89 

^lO 1 - 3 = 6 t 10 a = 6700 
& 3 10*-* = 6 3 10 4 = 450000 
& 3 10 3 -* = 6,10 6 = 3000000; 
6 t er nii ekki lengur tugastafur, beldur hundraSastuOull ; b s er 
tfufciisundastuOull, og 6 3 er milli6nastu5ull. fegar feetta er lagt 
saman aptur, kemur talan N fram i t>essum addendis: 
N = 3000000 + 450000 + 6700 -f 89. 
Allar tfllur, sem ganga upp i 100, gaoga hftr upp i 6 1 10 3 — 
6700, eptir (103, 8), opp f 6jl0 4 = 450000, ogupp 1 & s 10 s = 
3000000. I>a5 er £& eptir a9 vita, hvort J>«r einnig ganga upp 
i by sem i Jjeseari tftlu er = 89, gjdri J>aer |>aB, p& ganga paer 
einnig upp i tdiunni JV eptir (103, 1); gJOri paer [>ad ekki, [>a 
verOur 6, sem ( Jtessari tfilu er = 89, residuum t>eirra efla 
leifar. fcess vegna verBur vifl 3456789 

tf m 89 (mod. /i); 
er t>& komin deilileikseinkunn fyrir allar tftlur, sem ganga upp ( 
100 eptir (108) og heita f 2 > en fcaer eru {>essar: 

/•j= 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100, 
og hljtiOar hun t>annig : 

N =s b (mod. f 2 ) 
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til daemis fyrir modulus 25, og toluba 3456789, £4 er 
N = 3456789 = 89 (mod. 25) 

= 64 (mod. 25) ) me5 Jnrf a5 draga thodulus 
ss 39 (m<xf. 25) 1 frd, e5a deila 89 med modul- 
es 14 (rood. 25) ) us 25, og birfla afganginn. 
Sama residuum minimum 14 kemurfram, ef deilt er 3456789 
og 89 me5 25, sera baegt er ad reyna. 

3°. Med likum haetli ma lata vera svo marga stafi i stuSli, 
sem villj verflur J)i eptir {>vi 

t = 3, 4, 5, 6 •••• 

og modulus JO* og maelajr bans, er \}h heita: 

ft f* U fe ••••.. . 

J>essa ma, ef til vill, alia finna eptir (121), meS bvf ad leysa 

10* uppisinafrumfacfora, og margfalda sfflan factorasnmmumex 
urhverju einstoku frumtoluveldi t. a. in. ef $=3, J>a er 10* = 
10 3 = 1000 = 2 3 . 5 8 ,t>a gefur 

(1 + 2 + 2 2 + 2 8 )(1 + 5 + 5 s + 5 3 ) 
margfaldaS saman,. J)6 &n samlagningar, alia msBlanai 1000, sem 
J>a heita f Zi og samsvaranin verSur 

N =z=b (mod. f 3 ). 

142. Nu viljum ver sko5a hina p5ra roynd II. {HO). 

N = £ + h+h+h-i + 61(10*— 1) + 6 a (10 2 *— 1) 

+ W10*-1): 

Eins og mdlti setja allar tolur 1 hina fyrsta mynd I (140) efta 

(141), eins m& einnig setja J>aer .1 J>essa a5ra, frvf 

6,(10* — 1) = M0* — b t . 

fl&r er l>& eift b t teki5 hurt iir ^10*, sem yar annar H5ur 1 

fyrri myndinni ; en til a5 lata ekki toluna N raskast \i5 frad, er 

pa8 uppbaett aptur me5 J>vi a5 setja + b t fyrir framan. Eins 

er farid me5 alia eptirfylgjandi lidi, j>vf 

6 a (l0 2 * — 1) = & a 10 2t — b 2 
nefnilega, — b 2 er baett upp aptur me8 -h &a fyrir framan. 
|>essum undandregnu 6»m er ollum safnad saman fyrir framan, 
og verSur ur peim nokkiirs konar [wersumma, nefnilega: 

6 + &i -F 6 a + 63 + 64 

En t>essi feversumma heflr viSari merkingu en {wersumman fyrir 

12* 
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3 og 9 (86, 2, 7), petta e* pversumma af stuftluin, en ekki ein- 
ungis af einstftkum tOlustftfum. 

tanntg er t>& au5e»ll, ad talaa N skekkist ekkert vift J>aft, |>5 
hun komisl f feessa aflra mynd ; en nu er eptir aft sji, hvernig i 
aft nota sir bana, og er t>aft fljtitsagt, }?l t>aft er Oldungis eins 
og vi8 hina fyrstu, t>vi |>a5 verftur sannaft, aft sterftin (10* — 1) 
gengur upp I (10«* — 1), upp i (10 at — 1), upp i (10** — 1) 
.... (I0 nt — 1), hvaft margir sem pessir liftir eru. Staerftin 
(10* — 1) gengur J>& upp f allri tftlunni N, ef hun J>& einoig 
gengur upp ( b + b x + b 2 + 6, + *4 ••••» en aft 65rum 
kosti verftur petta hennar residuum; pees vegna verftur aetfft: 

tf as 6 + b t + 6, + 6, •••• (mod. 10* — 1) 
og ekki einungis feetta, heldur verfta allir tnoelar sterftarinnar 
(10* — 1) aft modulum (108), sem vir (eins og prof. Ramus) 
kftllum g t . j>ess vegna: 

N ^3 b + &! + 6j + 6 S •••• (mod. grj. 

AB (10* — 1) gengur upp i (10°* — 1), hvafta tala sem n 
er (hir er n saetistala hvers stuftuls i tftlunni A", byrjuft & 2«* 
sluftli og talin fri bsgri hendi),* J>aft mA finna t>annig : 

tpnt_ t ^ (10 t )n _ t 
10* — 1 10* — 1. 

as* — 1 

Setjum nu 10* = x, test stsrftin -. En af(64, i<?n<5 

ii), pegar fear er sett a = 1 , sftst, aft si series er ©tift endanleg 
og deilingin gengur upp. I>ar verftur |>& 

a?n ~ | = * n ~" 1 + »*-* + a: 11 "" 3 .... +x+ 1. 

Vilji eg n4 reyna, hvort 10* — 1 gengur upp t. a. m. i feriflja 
lift 6, UO 8 * — 1), sem heflr b 3 efta Au stuftui tftlunnar A T fra 
haegri hendi talinn fyrir multiplicator, \>b set eg n = 3, ver5- 
ur £4 

r=i -*•+• + ! 

ellegar . 

'? ~ ! = 10«* + 10* +1; 
10* — 1 ' 



J 
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er t>& ljdst, a5 10* — 1 gengur upp i 10 8t 
og fram, J>6 reynt vaeri me5 deilingu. 

Til aS nota hina fundnu samsvaran 
N = b + b x + b 2 + 6 3 -.- 
ellegar ss b + b t + &a + &a • • • 
reynum v&r ofanskrifaSa tdlu 

N = 3456789 
og l&tum 1 staf vera i stuSli 



1 . Sama ka&mi 



(mod. 10* — 1) 
(mod. g$ 



3 



4 



5 



6 



7 



8 



9 
b 



er t>& * = 1, og 10* — 1 = 10 — 1 = 9, f& verOur 

N == b + b t + b, + b 3 + b 4 + b 5 + b 6 (mod. 9). 
= 42 (mod. 9). 
^ 6 (mod. 9). 

Bit deili eg leifinni 42 meS modulus 9, og fae minstu Ieif 6. 
Hftr er f)& komin deilileikseinkunnin tOlunnar 9, nefnilega: 9 
gengur upp f N, ef 9 gengur upp ( fcversummunni (86, 7). Eins 
yrOi t>afl, ef tolunni 3456789 vaeri deilt met 9, t>& yr5i afgang- 
urinn 6. Enn framar : g t = g t = 3 og 9 ; t>4 
N= b -f b t + b 2 + 6 S + & 4 + ft 5 + b 6 (mod. 3) eptir (108). 
E5 42 (tnod. 3) eptir (108), t>vf 3 er raaelir tOlunnar 9. 
= (mod. 3). 
j>etta residuum minimum test me5 J>vf a5 deila 42 raeO 
modulus 3, pvf J>& verSur afgangurinn == ; eins ver&ur afgang- 
urinn = 0, ef deilt er 3456789 me5 3, svo 3 ganga upp f tol- 
unni N. Hfcr meB er \>k fundin deilileikseinkunnin tOlunnar 3, 
nefnilega: me5 3 m& deila 611um peim tOlum, er {wersumma 
peirra er deilileg meS 3. . fwersumman var i J>essari tOlu 42. 
Samber (86, 2). 

Nu viljum v6r reyna hina fundnu samsvaran 

N = b + bt + ftj + ftg •••• (mod. 10* — 1) 
og l&ta 2 stafl vera f stuMi; t>& ver5ur * » 2, 10* — 1 = 10 a 
— 1 = 100 — 1 = 99. Samsvaranin verSur 1>4 svona: 
N s=s b + b t + b 2 + 6 3 •••• (mod. 99). 
Heimfsrum v&r feetta upp & sdmu toluna 
N == 3456789 
verdur bun fca svona skorin: 
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3 145 67,89 
b^fa \b x j b 

og samsvaranin 

N = 3456789 si b + b % + 6j + ft, (mod. 99). 

Der er pi komin deilileikseinkunn fyrir 99, er pannig hlj69ar: 
99 ganga upp ( tOluuni, ef stuBlapversumman, meB 2 stdfum ( 
sluBli, tOldura fr& hsgri hendi, er deilileg meB 99; annars gefur 
N somu leifar sem stu&Iapversumman deild meS 99. Studla- 
t>versumma pessi i tolunni 3456789 finst pannig: 

b = 89 
b x = 67 
b 2 = 45 
*» - 3 
204. 
f>a 3456789 = 204 (mod. 99). 
Deili eg nu 204 meS modulus 99 til aS fa minstu Ieif, verS- 
ur afgangurinn 6. |>ess vegna 

3456789 = 6 (mod. 99). 
Deili eg nu 3456789 meB 99, pa verBur kvotinn 34917, og 
afgangurinn 6. SkoBi eg nu mslana g 2i \>& eru J>eir: 
3, 9, 11, 33, 99. 
Tdkum v6r nu 11, t>& verBur eptir (108), fear 11 maelir 99, 

3456789 = 6 (mod. 11). 
j>aS segir: 11 gengur ekki upp i 3456789, heldur verBur af- 
gangurinn 6. f>elta er og minsta leif, par 6 er minna en mo- 
dulus 11. Saxnber (104). Sama Onst meB J>vi aB deila 3456789 
meB 11, t>vf kv6Unn verBur 314253, og afgangurinn 6. fetta 
kemur saman viB fyrri deilileikseinkunnina meB 11 f (86, 9). 

Loksins viljum vfcr i pessari annari mynd lalnanna lata 3 staff 
vera f stuBli. £4 verBur t == 3, 10* — 1 = 10 8 — 1 = 1000 
— 1 = 999, og samsvaranin Iftur svo tit: 
N e=3 6 + b x + ft, (mod. 999). 
Heimfserum ver J>etta upp & ofanskrifaBa tola og skerum hana 
pannig ( stuBla 

3 456789 
6 a b t b , 

(a verBur 
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b = 789 
b t = 456 
b 2 = 3 
b+ b t + b,= 1248 og^= 3456789. 

j>4 er 

3456789 s 1248 (mod. 999). 

Deili eg 1248 me8 modulus 999, og hir5i afganginn, fae eg 
minstu leif 249, j>4 er: 

3456789 = 249 (mod. 999). 
Maelarnir £, f 999 eru pessir: 

3, 9, 27, 37, 111, 333, 999. 
Vilji eg nii Anna deilileikseinkunn fyrir 37, |>d verSur hun viS 
allar tOlur N. - 

N s b + b x + 6 a + 6 3 (mod. 37) 

cfg hlj69ar pannig: 

Gangt 37 upp I summu hinna frfstofuSu stuSla frd haegri hendi 

til vinstri, f)d gengur 37 einnig upp f N 9 en a5 68rum kosti gef- 

ur N somu leifar sem [>essi stu81a{>Yersumma. Samber (86,12). 

Fyrir N = 3456789 er stu81a])versumman fundin = 1248; 

t>ess vegna er 

3456789 ss 1248 (mod. 37) eptir (108), fear 37 maelir 999, 
en til a5 f& minstu leif, deili eg 1248 mefl modulus 37, fae 
kvtitann 33, og afganginn 27; pess vegna: 
3456789 e= 27 (mod. 37). 
f>etta segir: 37 ganga ekki upp f 3456789, heldur. verSur af- 
gangur 27. Sama reyndist, ef deilt vaeri 3456789 meS 37. 
143. Nu komum v6r til hinnar J)ri5ju myndar III, (140). 

JV= b — b t + b 2 — 63+ •••• +6 1 (10 t +l) + 6 2 (10 2t — 1) 

+ £ 3 (10 3t + J) + •••• 
Hir er ft^lO* + 1) = 6J0* + b t \ feess vegna 6 X oftaliS 
i J>essum lid ; t>a ver8ur aS draga J>a5 fra ; e5a setja negatift i 
pversummuna, og Jmnnig er vid alia 6jafna li5i, sem eru meS 
6j5fnum exponentum. j>ar & m6ti 1 b 2 (\Q 2t — 1), og Ollum 
jftfnum liflum er b n vantaliS ; feess vegna verSur aB baeta J)d upp I 
J)versummunni me5 addition e5a+. Enhvers vegna mitUhir ekki 1 
(MlumliSunum vera (10^+1? Svarast: affevf 10*+! gengur ekki upp i 
(10 1 ) 11 + 1 , nema ef n er oddatala. Setjum v6r mi 10* = x, J>& 
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verOur (lO*)" + I — «" + 1 ; en eptir (64, terie B) er, pegar 
n er oddataia, 

^-±4 — a*" 1 — a n - 2 + *»- 8 * + I; 

X -j- 1 

par & mdti, pegar n er jOfn tola, verSur 

—TV = a*- 1 — «"-* + a*- 8 + * — 1. 

JP-J-I 

En af (65) m4 sj&, aft ef fr& t>essu er vikiS, \)k kerour brot. 
]>a5 verftur pvf aft hafa — i ftllum jftfoum liftum, efla par sem 
t beflr jafnan coefficient, til peas aft x + 1 gang! upp ( Olium 
HSuDum og aft pversumman, sem hir m& kallast Jwermismuirar, 
geti orftift residuum I tftlunni N. 

Dsmi: Saraa lala og t = 3 



3 


4561789 




fta 


6J 6 






3[45G|789 




+3 = b a 




792 






— 456 = b x 



+ 336 
10' + I = 10 3 + 1 = 1000 + I — 1001 = ftj. 
J>4: 3456789 sa 336 (mod. 1001). 

Modulana i pessari 3J" mynd kollum ver h % . f»eir veroa: 
A, = U « 10 1 + 1 
A a = 101 = 10" + 1 
& 3 = 7, 11, 13, 77, 91, 143, 1001. 

Allir pessir modular A, flnnast meS pvf, afl leysa pann, sem 
fyrst framkemur, 10 8 -f- 1 = 1001 (og sem mstti kallast frum- 
modulut me5al modulanna A,) uppfsfna einfOldu faetora 7, 11, 
13, og Anna si5an bina samsettu eptir (121) pannig: 
1 4- 7 
1 -f 11 

1 + 7 4- 11 . 1 + 11 . 7 
1 + 13 



1 + 7 4-l.ll.14-l.ll.74-13.14-13.74-13.il. 1+13.11.7. 
£essir factorar verSa pa, pegar slept er 1, pessir 
7, 11, 77, 13, 91, 143, 1001. 
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Af pessum era merkilegastir madularnir 7, 11, 13. V8rh6f- 
um fundift fyrir 3456789 residuum 
b — b x + b 2 = 336; 
pess vegna er 

3456789 = 336 (mod. 7) eptir (108), par 7 maelir 1001. 
Til a& fd minstu leif, deili eg 336 meft 7, fas kvdtann 48 og 
leiflna 0, svo pa er 

3456789 s= (mod. 7), 
er segir mer, aft 7 gangi upp I tolunni, og er paft salt, pvi 

625 U 

7 )34 5 67 8 9 
^ 493827. 
Siftan tek eg 

3456789 = 336 (mad. 11), 
deili 336 meS 1 1 og fae kvota 30 og afgang 6 
og segir paft, aft 1 1 gangi ekki upp i tftlunni N, heldar gefl af- 
ganginn 6, og er J>aft sait, J>vi: 

14 2 5 3 6 

11) 3456789 
" 314253. 
Loksins tek eg 

3456789 = 336 (mad. 13) 
deili 336 meft 13, fas afgang 11 ; fe4 verftur 
3456789 = 11 (mod. 13). 
Eins verftur afgangar 11, ef tftlunni N er deilt meft 13, fevi: 

8 7 11 811 

13)34 5 6 78 9 



2 6 5 9 6. 
Deilileikseinkunnin meft 7, 11, 13 er meft orftum framsett 
(86, 11). 

f>ad ber opt vift i pessari priftju mynd talnanna, aft framkemur 
fyrst negatift residuum; er }>& samt haegt aft f& s&r annaS posi- 
iift, meft pviaft leggja modulus vi5 j>aft, einu sinni efta optar, t. d. 
JV = 687934095431238017821859. 
L&tum nu t vera = 4, verdur talan pannig skorin : 



6879 



3409 

&4 



5431 



2380 

*2 



1782 
&i 



1859 
b. 



Her set eg — yfir stuftlana, sem fri eiga aft dragast: 
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+ - 

1859 1782 

2380 5431 

3409 6879 

7648 —.14092 

+ 7648 



— 6444, sem er neitandi leif. 
FrummoduluB er Mr t 4 + 1 = 10000 + 1 = 10001 

— 6444 

+ 3557, jdtandi leif. 
f>& er 

687934095431238017821859 = 3557 (mod. 10001). 
f>a3 er lfka satt, fevf l>egar t>essari stdru t61u erdeiltmeS 10001, 
kemur f kvdta : 

68786530890034798302, og afgangur 3557. 
Factorar i 10001 eru 73 og 137, t>& er og eptir (108) 
N e== 3557 (mod. 73) 
og (mod. 137). 
73)3557(48 137)3557(25 

292 274 

637 817 

584 685 



53 132. 

J>4 er N = 53 (mod. 73) og es 132 [mod. 137). 
|>egar N er deilt me5 73, kemur 

kv6ti 9423754731934767367422 og leif 53, en feegar s6mu 
tdlu er deilt me5 137, kemur 

kvdti 5021416754972540276071 og leif 132, eins og samsvaran- 
irnar segja. 

I>es8ari f>riOju mynd tilbeyra deilileikseinkuunirnar fyrtr 7 . 
11.13 = 1001, ef t = 3, og fyrir 17x5882353 = 100000001, 
ef t = 8. Heimfaerum vSr J>etta upp & vort sfOasta N 
68793409|543T2380|17821859 = N 

68793409 

86615268 
— 54312380 

32302888 
N ss 32302888 (mod. 100000001). 
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I>arnu 17 ganga upp 1 frummodulus 100000001, £& verSur einnig 
687934095431238017821859 ss 32302888 (mod. 17). 
Nu viljum ver Anna miostu leif: 

15 111615 

17) 323028 8 8 

19 1 6 9 ganga af 15, t>ess vegna: 
687934095431238017821859 = 15 (mod. 17). 

Eins rod taka hinn annan factor 6882353 fyrir modulus, ver5- 
ur {)& 

687934095431238017821859 = 32302888 (mod. 5882353), 
og til a9 finna minstu ieif x deili eg J>annig: 
5882353) 32302888 (5 
29411765 

2891123. 
Jess vegna 

687934095431238017821859 ss 2891123 [mod. 5882353). 

Nu viljum v£r reyna deilinguna me5 modulus 

5882353) 687934095431238017821859 (116948795053822512 

5882353... 

.9969879 
5882353 



40875265 
35294118 
55811474 
52941177 



28702973 
23529412 
51735611 
47058824 
46767872 
41176471 
55914013 
52941177 
: 29728368 
29411765 
31660301 
29411765 



22485367 
17647059 
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48383088 
47058824 
13242642 
11764706 
14779361 
11764706 
30146558 
29411765 



7347935 
5882353 
14655829 
11764706 
2891123. 
Hir faum ver s6mu leif sem samsvaranin heflr. 
144. Af nestundangangandi premur toluliSnm mi sja, ai 
frummodular (teir, er fast ur hinum par umt6luOu premur tdta- 
myndum, hafa pessi prju form, eptir pvf sem bafSir era margir 
staflr ( stuflli: 





* = 1 


2 


3 4 


or Itn 


10* = 10 


100 


1000 10000 


ur Ilri 


10*— 1= 9 


99 


999 9999 


ur IIU» 


10*+ 1 = 11 


101 


1001 10001 



• • • • 



• • • • 



Frummodular fyrstu myndarinnar era 1 mefl eins mflrgum 
nullum aptanvifl, sem staflr era hafflir f stuflli; hinnar annarar 
eru eins margir 9, sem staflr eru i stuflli ; og hinnar Jiriflju byija 
og enda mefl 1, og bafa fear & milli t — 1 null. 

145. Sferhver tala, sem einungts heflr i sfer factorana 2 

efla 5, e5a bsefli 2 og 5, og J>ess vegna er ( forminu 2 P . 5S 

gengur upp i \>\i veldi af 10, er heflr fyrir exponent hina stern 

af tfllunum p og q, og kvtftion verflur 5P~ q , ef p er stsrra, en 

IQP . 2P 5 p 
2«— P ef a erstserra. SJ nefnilega p > q, bAer = — '— 

eptir (47, viflbdt) = — = 5*-* (63, 4). Si fear 4 mdti q>p, 
pa er -^— = 2 ^1 = - (47. vidbdt) = J«-» eptir (63, 4)- 
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Athugi. Hvernig (47, yidbiit) verdi hit viftkomid, sktlst pannig 

ihraerandi 10? = 2* . 5* 

10* = 10 . 10 . 10 . 10 p gjdrcndur, 

en 10 = 2 . 5; pess vegna 

10P =(2 . 5). (2 . 5). (2 . 5). (2 . 5) (p gjdrendur) 

= 2. 5. 2. 5. 2.5. 2. 5 ••• p af hverjum 

= 2.2.2.2.5.5.5.5 p af hverjum 

= 2? . 5P. Eins er ihrerandi 10* = 2* . 5* 

146. Til a5 sj£, hvar frumtdlurnar fyrir innan 100 eiga 

heima i hinum premur talnamyndum (140), setjum v&r par hdr 

til yfirskodunar : 

19 23 29 31 37 41 43 47 
h 9 h tl h t4 g 1% g % g s g 21 fc as 



2 3 5 


7 11 13 


17 


A 9i ft 


*» Pi *» 
V 


h 


53 59 


61 67 


71 


0« ** a9 


A30 PsS 


&5 



73 79 83 89 97 

^4 ffl3 9a\ ^ai &4S- 

Og er petta svo ad skilja, ad f vfsar til fyrstu myndar, g til ann- 

arar og h til hinnar |>ridju 9 en indexarnir segja til, hvad marga 

staQ hafa verdur i studli, pegar tOlurnar eru skornar, t. d. 17 

heyrir til J>ri5ju mynd, og p& verdur a5 hafa 8 stall i studli ; 19 

& heima i sdmu mynd, og par verdur ad hafa 9 stafi i studli. 

41 & heima A annari mynd, og par verSur ad hafa 5 i stuSli. 

97 & heima i 3Jq mynd med 48 stofum ( stuflli 0. s. frv. Af / 

pessu er lj6st, ad faestar af deilileikseinkunnunum verda hafdar v 

til sm&vikanna, og eru ekki notandi nema vid fjarska st6rar tdlur a 

Efer af leiOir p&, ad viS flestar tolur verftur drjugara a5 reyna 

deilingu meS peim sj&lfum (tdlunum) til ad Anna peirra leifar, 

heldur en ad uppgdtva peirra deilileikseinkunnir. Menn geta 

annars s&5 pad. & tdflunni i pessum tdlulid, ad hvad miklu leyti 

notam&f pad og pad sklpti deilileikseinkunnir talnanna, sem menn 

hafa handa ( milli. 

147. j>ad getur opt komid til gagns ad kunna leibprdfid, 
pad er ad skilja ad prdfa reikninga med leifum. f>ad mAneftri- 
lega pr6fa hinar 4 hOfudgreinir, addition, subtraction, multipli- 
cation og division med leifum; og par til notast p& helzt tdl- 
urnar 9 og 11. En i pessum tilgangi er bezt ad undirbua svo 
regJuna til ad Anna leifar pessara talna, ad hun verdi sem hoeg- 
ust) og pad viljum vfcr gjOra i nssta tdlulid. 
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148. PrdflB meS 9 eBa nfundarprfflS mjetti vera pannig: 

1. Illaupa yflr alia 9, hvar sera mean sj& t>& i tdlunni. 

2. AS stryka ut efla einkenna mefl einhverju mdti eSa fela t>& 
tvo tdlustaO, sem til samans fylla 9, hvar sem j>eir flnnast, og 
gjOra t^etta svo opt sem verBur. 

3. Eins ef menn sj& |>rj4 staQ eSa fleiri, sem fylla 9. 

4- Leggja saman staflna, sem eptir eru i tftlunnf, og sem t>a 
ekki fylla 9. fcessi summa er leifin. 

5. Eigi menn ekki haegt me8 a9 einkenna eBa fela stafina, 
tern bui5 er afi taka, I>& er bezt a5 ganga k annanhvorn endann 
4 tdlunni, leggja saman tvo eBa t>rj& eBa fleiri stafi, svo sumoian 
verBi 9 eBa meiri. VerBi hiin rfctt 9, (>& fela J>& stafi meB fingr- 
inum; verBi hiin meiri enn 9, t>4 leggja saman staQna ( henni, 
og |>essa nyju summu vifl nsstu stall, o. s. frv. 

Dsmi: Talan 5882353, deilirinn I st6ru deilingunni (143). f>& 
er eptir 5tn reglu f (148): 5 og 8er 13, £a8 er4 (meB fevf a5 leggja 
saman 3 og 1 f 13). 4 og 8 er 12, j>afl er 3, og 2 er 5, og 
3 er 8 og 5 er 13, |>a8 er 4, og 3 er 7, sem er leif divisors. 

2 Daemi. Dividendus I somu deilingu : 
687934095431238017821859. 
Sfc byrjaS vinstra megin, j>4 kveBa svo a9 orBi: 6 og 8 er 14 
feaB er 5, og 7 er 12, |>a8 er 3, (bleyp yGr 9) og 3 er 6, og 4 
er 10, |>a0 er 1, og 5 er 6, og 4 er 10, J>a8 er 1, og 3 er 4 
og 1 er 5 og 2 er 7, og 3 er 10; £a8 er 1, og 8 er 9, J>a8er 
0; og 1 er 1, og 7 er 8, og 8 er 16, l>a8 er 7, og 2 er 9,t>a8 
er 0, og 1 er 1, og 8 er 9, |>ad er 0, og 5 er 5, og t>a8 er 
leiQn. Sama kaemi fram, ef tekin vaeri Jwersuniman ( tOlunni; 
hiin er 113, og 9 f 113 er 12 sinnum, gengur af 5. 

Me9 sama haetti er leif kvdtans i sOmu deilingu = 6, og af- 
gangsins = 8. j>etta kemur til skoBunar siBar. 

149. Prdfid meB 11, (elleftarprdflB), verBur an skriptar gjort 
Jiannig: 

Byrja hstgra megin, og drag fyrsta staf fr& BSrum, svo J>ann 
mismun fri pridja staf, o. s. frv. alt af hinn fengna mismun fra 
niesta staf. Si si niesti stafur minni, svo ekki verBi fridregiB, 
t>d drag hinn fengna mismun fri 11, en leggafganginn viB kom- 
anda staf, pafl er a5 skilja, s& komandi stafur k, \A drag fra h 
+ H eBa l&na 11, hvensr sem tarf, og hald siBaa afram 
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me5 frddragninguna, t>anga5 til bui5 er a5 vinna upp alia t61una. 
Hina seinasti mismuaur er t>6 leifin, ef stafafjoldinn er oddatala, 
en se hann jofn tala, t>d drag hina fengnu tolu frd 11, J>vf hun 
var j)d hin negatifa leif; er fed fengin hin positifa. 

fetta er bygt d (143), par 11 & heima f ]>ridju mynd, pegar t 
= 1; er \A reglan aft draga summu stafanna f hinum jOfnu 
saetura 6 X , 6 3 , o. s. frv. frd summu stafanna i hinum 6jofnu. 
Setjurn t. d., a 5 talan veeri 

• • • • fedcba. 
Jd er fyrst eptir nyju reglunni 
b — a i staflinn fyrir a — b, en 11 — (6 — a) er 11 — b + 

a = 11 + a — ft, nefnilega hin positifa leif er a — 

6, ]>ar staflrnir eru 2. 
c — (6 — a) = c — b + a, sem er positif leif, og r6tt eptir 

(143), J>vf stafafjOldinn er 3 efla oddatala. 
d — [c — (b — a)] = d — c + (b — a) = d — c + b — 

a> sem er negatif leif, en 11 — (dl — c + b — a) = 

11 ->- d + c — b -\- a er positif leif; hfer] eru 4 stafir, 

sem er j6fn tala o. s. frv. 
A5 11 skuli takast til lans, fegar hinn komandi stafur h er of 
litill, er til a5 forSast negatif mismun. Yaeri t. d. d of Mill, [>d 
a ad draga [c — (b — a)] frd 1 1 + d, og ver5ur pd mismun- 
urinn positif. En t>egar komiS er d enda tOIunnar, verdur a5 afl- 
gaeta, hvort hinn positifi mismunur er positif eda negatif leif. 
Daemi: Talan 5882353, sem er deiiirinn i (143). 
Hfcr md segja: 3 fra 5 er 2, frd 3 er l,frd 2erl,frd 8 er 7, 
frd 8 er 1, frd 5 er 4, sem er hin positifa leif, par staflrnir eru 
7. Her J)urfti aldrei Ian a5 taka. Tdkum nudeilandann i 143: 

687934095431238017821859. 
9 frd 11 er 2, og 5 er 7, frd 8 er 1," frd 1 er 0, frd 2 er 2, 
fra 8 er 6, frd 7 er 1, frd 1 er 0, frd er 0, frd 8 er 8, frd 
11 er 3, og 3 er 6, frd 11 er 5, og 2 er 7, frd 11 er 4 og 1 
er 5, frd 11 er 6, og 3 er 9, frd 11 er 2, ' og 4 er 6, frd 11 
er5, og.5 er 10, frd 11 er 1, og 9 er 10, frd 11 er 1, ogOerl, 
frd 4 er 3, frd {uremur er 0, frd 9 er 9, frd 11 er 2, og 7 er 
9, frd 11 er 2, og 8 er 10, frd 11 er l,og 6 er 7, sem er nega- 
tif leif, tar staflrnir eru 24, fed 7 frd 11 er 4, sem er positif leif. 
I sama daemi er kvtitans leif = og afgangsins. =?= 4. 
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Hir var fyrirskrifaB aB byrjt frtdragningana hcegra megin, en 
W> er enn betur samkvtemt (143), aO byrja hana vinstra megin, fevf 
pi put ekkert aB skipta sir af, hvort stafaQBIdinn er j6fn e5ur 
djftfn lala, svo aldrei fearf a5 tubtrahero ft* 1 1 vegna stafafjBld- 
ens, til aft ft hina po$itifu leif, ef ekki fearf aB taka til l&ns 1 1 
A annaB borS. Fr&dragningin verBur hfcr eetiB rett, en ekki Bfug, 
eins og stundum i hinni a&fer&inni, t. d. feegar stafirnir eru 2, 
J)der leifln eptir (143) = 6 — i n og petta er einmitt paB, sem 
gjBrt er i pessari sfBari aBferB meB p\l a5 draga tugastaflnn fra 
einingastafnum. Setjum nu, a& stafirnir v«eri 3, pi er eptir feessari 
aflferB dreginn hundra&astafurinn Mi tugastafnum, pub er b x — 
&j> og petta aptur fra einingastafnum; J>a8 er 6 — (6 t — £,) 
= b — bi + 6j, sem er bin ritta positifa leif eptir (143). 
H6r af &dst, aft hvort sem stafafjOldinn er jdfn efta 6j6fn tala, t>a 
er stiS fradragningin r&tt, en ekki Ofug. (Hina a&ferBina fyrir- 
skrifar Fallesen). Af t>essum er sin aBferBin betri I hvort sinn, 
eptir j>vi hvar sjaldnar |>arf a5 taka 1 1 til l&ns. 

150. LeifaprtfsaBferflirnar verBa skiljanlegar af Jjessum 
eplirfyigjandi setningum : 

1. i samlagningu & summa leifa samleggjandanna gjdrS 
a5 minnstu leif aB vera = leif summunnar, samber (110). 

2. i fr&dragningu i leif minkanda aB vera = summu leifa 
fr&draga og mismunar, gjBrBri aB minstu leif (25, 2). 

3. t margfdldun i framkvsmi leifa margfalda og margfaldanda 
gjort aB minstn leif aB vera = leif frarnkvaemis margfoldunar- 
innar (110). 

4. i deilingu i framkvaemi leifa deilis og kvdta gjOrt aB minstu 
leif aB vera = leif deilanda, ef enginn afgangor er; en si af- 
gangur, pi & leif hans aB leggjast viB framkvaemi leifa deilis og 
kvdta, og i pi aB framkoma leif deilanda (58, 8). 

Daemi. AB prdfa og sanna samlagningardsmiB (20) meB ni- 
qndarprdfi : 

678345 = 6 (mod. 9) 

532.1 = 2 (mod. 9) Samber (110). 

4894 Eg 7 (mod. 9) 

688560 = 15 (mod. 9) o: 6, fevi 5 + 1 = 6. 
Eins er 6 + 5 = 11, o: 2; 2 + 8 = 10, o: 1; 1 + 8 
= 9, o; 0; pi er eptir 6. 
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Nu mc5 elleftarpr6fi : 

678345 a 8 (mod. 11) 
5321 a 8 (mad. II) 
4894 sa 10 (mod. 11) 



688560 a 26 (mod, II) o: 4, £vf 6 — 2 = 4. 

Elns er: 8 — 6 = 2; 8 — 2 = 6, 11 — 6 = 5, 5 + 5 
= 10, 11 — 10 = 1, 1 + 6 = 7, U — 7 — 4, 4 -f 
— 4. 

Nii deilingardaemid (143) meB 9. 
Leif deilis Leif kv<Sta Leif afgangs 

7 x 6 + 8 = SO, o: 5, 

Eins er leif deilanda = 5. 

Nu me5 11. 
Leif deilis Leif kvdta Leif afgangs 

4 x + 4=4. 

Elns er leif deilanda = 4. 

Athugi. f><5 ver hOfum nu lengi nokkuS dvaliS viS t>etta leifa- 
pr6f, t>& er J>a8 ekki svo a9 skilja, aO ver ilitum [>a5 s6 gagn- 
legt til daglegrar noikunar, heldur er J>a8 af fevf ver viljurn kynna 
oss eSli talnanna. |>vf i vfsindum eiga menn ekki a9 meta laer- 
doma eintmgis eptir skildingaver9i , {>vi maSurion (e&a mannsins 
aodi) lifir ekki af einusaman braudi. Til daglegrar notkunar era 
betri prffreglur peer, er reikningsbsekurnar kenna; enda er leifa- 
pr6fi5 stundum brigSult, og segirekki aetid til reikningsvillnanna, 
t>vt jmfl segir ekki til, \>6 tolurnar skakki urn beilan modulus, elnn 
e9a fleiri. Fallesen kvedur svoafl orfli: a9 af 9 reikningsvillum, 
sem gjorSar eru, muni 8 syna sig vi5 nfundarprdfiS, og af 11 
villura muni 10 uppgOtvast vifi elleftarproD5 ; einnigkunni, {>egar 
bae8i feessi prcif eru vidh6f9, af 99 villum einungis 98 upp- 
komast. 

151. Frumtalnar69in f hinni eBlilegu talnar69 er dendanleg. 

j>v( setjura, ad einhver frumtala p vaeri bin sidasta, fed er fed 
(2 . 3 . 5 . 7 . 11 . 13 — p) + 1 tala, sem engin undan- 
gangandi tala gengur upp f, hvorki frumtala n£ samsetttala. A5 
engin undangangandi frumtala gengur upp i pessu er ljost af 
l>vf, a9 allar undangangandi frumtolur ganga upp f (2 . 3 . 5 • - • • 
p), J>vi fcaer eru bers^nilegir gjdreildur 1 feessu kunngj6r9a fram- 
kvaemi. TaJan (2 . 3 . 5 • • • • p^ + 1 er tvfliOud staerB, og ganga 

13 
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undaogangandi frumt&lur upp i fyrra liBnum, en ekki hinum s(5- 
ara; hun er fevl ddeilileg meB t>eim eptir (103, 2). Samsettar 
tOlur Iflegri ganga heldur ekki opp f |>essu, fevf sb |>aer ekki 
veldist&lur, |)& liggja J)aer ( frumtOlunum, en si peer veldist&lur, 
|)4 ganga {>«r upp ( hvorugumliSnum. J>etla binomium eSatvi- 
liBuB staerC er \>k anna&hvort frumtala ellegar deilileg me5 frura- 
tftlu, gem er stern en p. En Mr mefl er \)k sagt, a5 til si 
frumtala staerri en p. Svona gengur Jmfl dendanlega: a5 frum- 
talnanna framkvaemi bendir & frumtolu fyrir ofan sig, eda ofan 
)>sr. 

152. |>a5 & heima f vfsindalegri skoSun talna, a&vita, hvar 
i hinum premur talnamyndum (140), hver tala & heima, likt og 
sjnishom er geflS (146). f>ess vegna viljum vfcr setja oss |>a5 
verkefni: pegar tala er gefln, t>& aO Anna henoar frommodulus. 
HvaS fyrstu myndinni viSvikur, J)4 er petta verkefni leyst (145). 
En til aS vita, hver frummodulw si talna, sera ekki eru multipla 
af 2 og 5, e5a J>eim einungis, \}h m& fyrst skrifa 1, og sifian 
sm&rosaman baela fear aptan vi8 nullum, deila svo pessu raeJ 
hinni gefnu lOIu, (>anga8 til leif kemur, sem annaShvort er=l, 
og t>& er ftnmmoduiuB 999--*-, og talan A heima i annarimynd 
og heitir g f ellegar leif kemur, sem er « — 1, c8a positif leif, 
sem er einum minni en hin gefna tala, |>a er frummodulus = 
1000 — 01, og talan & heima i feridju myndinni og heitir A. 
Bin viflbaettu null segja i b&ftum fcessum myndum indexinn t 
Daemi: Sd gefln talan 41. 

41) 1 (0,02439 

r 1 10 


r x = 10 100 

82 
r 3 = 18 180 

184 
r 3 = 16 160 

123 



r 4 = 37 370 

369 
^j* 1 1. Talan er g s 
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Her pyflir r leif eoa residuum (104) a8 enga null! viobaettu, 
r, aB einu niilli viobaettu, o. 8. frv. Her er tmmmodulus 99999 
eBa eins mOrg 9, sem milium var vidbstt, bvf ef vSr deilnm bess- 
um ttammoduhu me5 41, pa gengur upp: 
41) 99999 (2439 - 
82 
179 
164 



159 
123 



369 
369 




og kvotinn verfiur h&r hinn sami sem 1 fyrri deilingnnni, a8 fra- 
teknu niilli framan vi8 hinn fyrra. En pad null, sem er fyrir fram- 
an kommuna, er dvidkomanda, bvf ba var enn ekki deilt neinni 
leif. Annars er pessi reikningur naskyldur tugabrotum, og f hia- 
um svo kdlluSu periodisku tugabrotum hefir Ramus penna ritmala. 
Nu tokum ver annaO daeroi og veljum par til t61una 73. 

73) 1 (0,0137 

r = 1 10 





r t = 10 100 

73 



r a = 27 270 

219 



r, = 51 510 

511 
r 4 =—1 — 1 eoa r 4 = 72 og kvoti 0,0136. 

Talan er pvf h A og frummodulus 10001 = 10* + 1 = 10* 
-f- 1 eptir (144). Hun gengur upp i 10001, pvf 
73) 10001 (137 
73 
270 
219 
511 
511 
13* 
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A5 leifin 1 verftur posiiif vifl a8ra roynd talnanna, er skfljan- 
legt af pvf, a8 epttr vorri regJu ipessum t6luH5 er haf&ur of st6r 
dividend*** 1 me 5 viBbsttum nullum ( slaBinn fyrir 999 ••••, af 
J>vl ver ( fyrslunni ekki viasum, ( hverri myndinni talaa stti heima. 
Aptur&mdt keraur leifin — 1 fram, e 5a positif leif, sem er ein- 
um minni ea divisor, af J>vf ver p&hBfum oflitlnn divi dendus a5 
deila 100 •••-, i staBinn fyrir 100 ••••01. 

f>egar deilingarnar ver 8a langar, eins og er vifl margar tBlur e8a 
divisora, J)d verBur pessi niBurrfiBun reikningsins fyrirferBarmikil 
i skriptinni; \>k heflr Ramus aSra niBurskipun & tftlunum, sem er 
fyrirferBarminni, og er hun pannig vi5 deilinguna me5 41, til 
samanburBar vi5 fed, sem er her a& framan 1 possum tolulid : 



1 



m-l 



10 



41 



ro = 1 


2 


3 


4 


■ -10 


18 


16 


37 


= 


2 


4 


3 



5 
1 

9 



Her eru 3 lfnur, hver niBur undan annari. f efstu linunoi eru 
uMterarleifanna, peir eru 1, 2, 3, 4, 5; paB er 1*» leif, 2"* leif 
o. s. fry. t mifllinunni stendur vinstra raegin r = 1, (>a5 er 
nullla leif, pegar ekki er buid a8 boeta neinu nulli vi5. f>ar 
aptanviS kemur r m = 10. Sa index m vi6 r gildir fyrir alia mifl- 
Knuna, en merkir i hverjum staB tBluna, sem fyrir ofan stendur 
f efstu linunni. VerBur pd 

r i *j r, U r& 
= 10 18 16 37 1, 
sem skilst af samanbur5i vi5 deilingardaemiB meS 41 framan til i 

pessum tdluliS. Hin priBja e8a neflsla linan heflr f ser alia kvdta- 

staflna 0, 2, 4, 3, 9, og verfla peir a8 dkvarBast fyrst, hver £ 

undan sinni leif, sem upp yfir honum. stendur, og stendur reglan 

fyrir peirri AkvBrBun vinstra megin I linunni, nefnilega 



m-l 



10 



41 

sem k svo a8 skiljafet : Margfalda skal nsestundangangandi leif 
meS 10, (d: hugsa ser aptan vi8 hana) og deila sidan me8 
divisornum 41, pd skrifast hver kvdti i neBstu linuna; og mi 
kveSa pannig a5 orBi: 41 i 10 (o: r me& hugsuBu nulli apian 
vi5) er sinnum. J>etta skrifast 1 kvotar68ina aptan vid jafn- 
aBarmerkiB. MeB pessum kvdta margfaldast deilirinn 41, og 
frarnkvaemiB dregst frit 10 (o: r me8 nulli aptan viB), kemur 
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10, sem er fyrsfa leif t x og skrifast fyrir ofan kv6ta sinn og 
nedan index sinn 1 i efstu linunni. Nu hugsa eg mSr aptan 
vid leifina 10, kemur p& 100; t)essu deili eg me 9 41, koma 2 i 
kvbta, sem skrifast f kvtitarodina nidur undan 2 (o: m = 2), og 
segi: 2svar 41 er 82, fr& 100 (o: r t me9 aptan vid) kemur 
Onnur leif r 2 = 18. Sfdan hugsast aptan vid hana, verdur 
180, 41 t>ar i er 4 sinnum, sem er 3Ji kvtiti, o. s. frv. 

153. f>ess er stundum fjarska langt a5 biSa I pessari deil- 
ingu, unz leif kemur, sem er = 1 eda — 1, og \>& sjnist oss 
stundum vert ad bua til toflukorn, sem talaO er urn f (60), og 
hafa J>a5 jafnvel a lausum mi9a, sem renna megi eptir midlin- 
unni eda leifalfnunnni ofanverdri, sem talad er urn f undangang- 
anda t51uli9, svo baegt ver9i aO subtrdhera framkvaemin fra naest- 
undangangandi leif med bugsudu nulli aptan vid. V^r viljum 
t. a. m. deila med 97, pa skyldi tdflukornid & midanum lagast 
svona : 



1 

97 


2 
194 


3 
291 


4 
388 


5 
485 


6 

582 


7 
679 


8 

776 


9 
873 



m = I 



r ft = I r„ = 10 
= 



r O — ■ • m 



97 



2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


3 


30 


9 


90 


27 


76 


81 


34 


1 





3 





9 


2 


7 


8 



10 


11 


12 


13 


14 


15 


16 


n 


18 


19 


20 


21 


49 


5 


50 


15 


53 


45 


62 


38 


89 


17 


73 


51 


3 


5 





5 


1 


5 


4 


6 


3 


9 


1 


7 



22 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


29 


30 


31 


32 


33 


25 


56 


75 


71 


31 


19 


93 


57 


85 


74 


61 


28 


5 


2 


5 


7 


7 


3 


1 


9 


5 


8 


7 


6 
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34 


35 


36 


37 


38 


89 


40 


41 


42 


43 


44 


45 


86 


84 


64 


58 


95 


77 


91 


37 


79 


14 


43 


42 


2 


8 


8 


6 


5 


9 


7 


9 


3 


8 


1 


4 



46 
32 



47 


48 


29 


— 1 


3 


3 



j>es8i tala 97 er J)v( A 48 , eins og stendur (146), og ma prdfa 
fenna reikning, hvarsem vill, me5 IeifaprdQ; J>vf allsstadar vitura 
vSr divisor, kvdta, leif og dividend™. Divisor 97 == 7 (mod. 9). 
Kvotinn er seinast (e5a viS index 48) = 

10309278350515463917525773195876288659793814432 
viS hina positifu leif 96; og er s 7 (mod. 9), og ieifin 96 = 
6 (mod. 9) 

l>4 7 X 7 + 6 = 

49 + 6 = 55 = 1 (mod. 9). 
Dividendus er 1 me 5 48 nullum aptan vi5 og (ess vegna » 
1 (mod. 9), svo pessu ber saman. Reynum ver reikninginn \i5 
m = 19, (4 er J>ar divisor 97, eins og 48nr, kvtiti 
103092783505154639 og leif 17; deilir == 9 (mod. 11) 9 kv6ti = 
9 (mod. 11), leif = 6 (mod. 11), t>4 

9x9 + 6 = 87 s 10 (mod. 11). 
Dividendus er 1 me5 19 nullum aptan vifi &■ 10 (mod. 11), 
svo t>vi ber einnig saman. J>afl er merkilegt, a5 her er 6bafandi 
aSferOin a9 byrja fr4dragninguna vinstra megin (149), |)vf |)4 verO- 
ttr ad taka 11 til 14ns viS hvern einasta staf. f>ar 4 m6i erj>a5 
augnabliksverk, ef byrjaS er baegra megin. En far nullin era 
19, og s4 1 fyrir framan er tuttugasti stafurinn, og stafafjoldina 
er J)vi jofn tala, J>4 verSur a5 draga 1 fr4 11; kemur (4 positif 
leif = 10. 

154. |>6 stundum se fjarska langt a5 bffla, unz leif kemur 
— . 1, eins og segir upphaflega i (153), |>4 segir £6 hid nafa- 
kenda Fermats iheorema, hveneer hun sdviss a& koma, og jafn- 
yel hvensr hun kunni einnig fyrri a5 koma. j>etta theorema 
orOar Gauss og fleiri h&r urn bil svona: 



199 

Ef p er frumtala, semekki gengurupp i A,og A x erhidlaegsta 
veldi t51unnar A, sem samsvarar einingunni (o: er ss 1) (mod. 
p), J>& er visirinn x annadhvort = p — 1 eda gengurupp t>arf. 
j>a er fyrst a5 sanna fyrra hluta J>essa laerd6ms: f>egar nefni- 
lega frumtala p ekki gengur upp i A, J>a gengur hun upp i 
A^"" 1 — 1 ; J>vf fegar multipla 

A, 2A, 3A •♦•• (p — 1) A 
deilast me5 p, t>4 koma ymislegar leifar, J>ad taknumver jjannig: 
A == r t (mod. p) 
2A = r 2 (mod. p) 
2A h== r 3 (moi. p) 



{p — 1) A = r p _ t (mod. p); 

f>egar t>& fees&ar samsvaranir iflargfaldast saman, eptir (11 0), 
J)d kemur: 

A + 2 A + 3 A •••• (p — 1) A = r t r 2 r 3 »p_i (/wod.p). 
fessi residua r n r a , r 3 •••• rp_ t eru.nii 

1, 2 , 3, -.. (p- 1), 
J)6 ekki eptir rod, heldur ymislega. A5 |)essar tOlur se bin 
rettu residua, leiSir. af J>vf x ad t>au eru takmorkud baedi affjolda, 
staer5 og ymislegleika. j>au eru a5 tolu p — 1, a5 staerd 611- 
saman <T p, eda minni en modulus, J>6 raeiri en 0, Jwi modulus 
gengur ekki upp i \A •♦•• (p— -\)A (117). fau eru 611 ^misleg, 
t>vl vaeri tv6 j6fn, J)d hefdi tv6 multipla qA og q x A jafua leif. 
I>d vaeri eptir (103, 5) pessara leifa mismnnur = 0, og t>egar 
bokstafirnir f (103, 5) vaeri notadir, fa vaeri 

a — b = (h — h)n + (q — r) 
og nu skyldi vera (q — r) = 

I>& yrdi 

a — b = (h — k)n; 

n yr5i J>4 a5 ganga upp i a - 6, En f vorum her vidhofdu 

b6k&t&fura segdi petta, ad modulus p gengi upp i qA — q x A 

= (q — q t )A. Nu er pad gefid, a5 frumtalan p gangi ekki upp i A, 

en bers^nilegt er, ad p gengur ekki upp i (q — qi), far gog q L 

eru misjafnir coefficientar i multiplunum, allir minni en p, og 

J)ess vegna raismunur peirra einnig minni, J>vi fcegar allar 3 tol- 

urnar i frddragniqgu eru positifar, |>a er minuendus stasrstur, og 
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hann er hfer mioni en p, \kt bfer skoflast ekki nema p — 1 
fyrstu multipla af A. Mismunurinn i fridragningunni veritar \n\ 
minni en q, og q minna en p % pets vegna 9 — q x < p. 
Modulus p gengur t>vf ekki upp 1 ( q — q t ) og ekki upp i A 
eptir 4Bur sOgBu, |>es& vegna ekki upp I (q — q t ) A (134). Leif- 
arnar eru J)v( allar misjafnar. Hverjar gala t>4 leifarnar veriS, 
J>ar peer eru allar minni en p, allar misjafnar og a5 t61u p — V. 
j>«r verBa aB vera 1, 2, 3, •••• (p — 1), og allar {tessar Uttur 
verBa aS uppvinnast. 

Niijmr gjOrandarOB ro& vera allavega eplir geO^ekkni (46), t>4er: 
A X 2A X 3A •••• (p — 1) A =3 1 . 2 • 3 •••• (p — 1) (mod.p). 

Iter m& nu vinstra megin eptir sama (46) taka alia eoefficierUana 
lit af fyrir sig, kerour : 

1.2.3 • •• (p — 1) 
og alia gjorendurna A ut af fyrir sig, kemnr ii. A. A • • • •, |>a5 er 
(p — 1) factorar, allir sami bokstafur A, pa5 er = A?"" 1 ; pess 
vegna er framkvsemiB vinstra megin vifl samsvBrunarmerkiB 

1.2.3 -••• (p — 1) AP~ l 
en hoegra megin, eins og 48ur er sagt, 1 . 2 . 3 •••• (p — 1). 

Congruentian verBur [>& 

1 . 2 . 3 — (p— 1) AP m1 m1.2.3---(p — 1) (mod.p.) 
eBa 

1.2. 3 ••••(? — l)AP~ l — 1 .2.3.... (p — 1) esO (mod.p) 
eBa 

1.2.3 •••• (p — 1) (A*- 1 — 1) = (mod.p). 
j>etta Begir, aB p gangi upp f stsrBinni vinstra megin viS eon- 
^rutnzmerkiB. Hun getur skoBazt sem tveir gjOrendur, og pegar 
p gengur ekki upp i 1 . 2 . 3 •••• (p — 1), verBur paBganga 

upp f A*"" 1 — 1 eBa 
eBa A** 1 — 1 = (mod. p) 

AP" 1 e 1 (mod. p). 
H&r meB er fed sannaBur fyrri blutinn af Fermats theoremi 

155. Til aB gjora oss Ijtisara, bvernig leifarnar baga ser i 
(154), viljum vftr skoSa talnadsmi og 16ta A vera 10, sem er 
umferBin I voru talnakerfi (decadikinni), og frumttiluna l&tum ver 
vera 7, sem ekki gengur upp f 10, fed verBur: 
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Multipla nA kv<5tar og modular, leifar r n congruentiur 



1 . 10 = 10 = 1 . 7 

2 . 10 = 20 = 2 . 7 

3 . 10 = 30 = 4 . 7 

4 . 10 = 40 = 5 . 7 

5 . 10 = 50 = 7 . 7 

6 . 10 = 60 = 8 . 7 



+ 
+ 
+ 
+ 

+ 
+ 



3 
6 
2 

5 
1 

4 



o: 
o: 
o: 
o: 
o: 
o: 



A 

2A 
ZA 
AA 
bA 
6A 






f>elta seinasta er: 

(p — 1) ji = 60 = 8 . p + r p _ t . 
Productid af con^ru«n<mnum i t&lum er: 

1. 2. 3. 4. 5. 6. 10« = 3. 6. 2. 5. 1.4 (mod. 7) 
eda par r<55 gjoranda ma vera eptir geOpekkni 
1.2. 3. 4. 5. 6. JO 6 = 1,2. 3. 4. 5. 6 (mod!. 7). 
Eins ma fajra staerSir yflr urn congruenzmerkilb eins og yfir 
jafnafiarmerkid, og skipta um + og — pannig: 
1 . 2. 3. 4. 5. 6. 10 e — 1.2.3.4.5.6 = (mod. 7). 
t>etta gefur sama sem ad $ubtrdhera eina congruentiu fra annarl 
(110), fcvf 

1.2.3.4.5.6.10 8 =123456 (mod. 7) 
12 3456 =123456 (mod. 7) 

1.2.3.4.5. 6(10 8 — 1) = (mod. 1). 
Modulus 7 gengur ekki upp il.2.3.4.5.6 eptir (118); 
t>a verSur hann ad ganga upp MO 6 — 1, pvf pegar tala skal 
ganga upp i producti, pd verflur bun ad minsta kosti ad ganga 
upp i einhverjum factor pess (118). J>ess vegna er 

10 6 — 1 = (mod. 7) 
eda 10 6 = 1 (mod. 7) eda 1000000 =s 1 (mod. 1). 

En leifln af 1000000 er 1 eptir (86, 11), fevi 

1|000|000 
\_ 

1 eda 7 f 1 er sinnum, gengur af 1. 

Eins m&tti skoOa 10 8 — 1 = (mod. 7), pannig: 
10 6 — 1 = 1000000 = 999999 

999|999 
999 

eda 7 i er sinnum, gengur upp. 
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J 1 5 S 4 

7 ) 999999 
142857. 
H&r m&lti og reyna 1000000 feannig: 



m = 1 



*o 



1 



m 



r x 10 



m~ 



= i 



2 


3 


4 


5 


2 


6 


4 


5 


4 


2 


8 


5 



Eptir (1,46) er 7 einn af modulunumK^ og&heiraa f 3Jnmynd 
talnanna. Menn geta J)d einnig l&tiS toJuna 7 eiga heima f 2*" 
roynd og vera g 6 me8 fcvi a5 hafa helmiogi fleiri stafi i studli, 
|>egar ttilurnar eru skornar f stuQla. j>annig er me5 modulana 
h t . Leifln 6, hin 3J& fproflnu, sem nd fcegar var gj5rt, erposi- 
t*f, og henni er samfara negatifa leifln — 1, ])egar kvotinn er 
ekki latinn vera 2, beldur 3. 

156. Hinn sidari hluti af Fermats theoremi, a5 laegsti vfs- 
irinn, er heitir x, kunni a5 vera < p — 1, og ganga \)k npp i 
p — 1, svo t>4 DBBgi a5 hefja A upp i laegra veldi en hiO (p — 
l) ta og frumtalan p gangi einnig t>& upp f A x — 1 , sannast 
Jmnnig: .... 

Yilji nokkur neita fcvf, a5 laegstt visir x gangi upp i p — 1, 
og segja, aO £4 yr5i afgangur, eda yr5i 

p — 1 = mx + r 
t>vf |>a5, a5 laegsti visir x gangi upp I p — 1, t&knast ]>annig: 

p — 1 == ma? 
en r aetti aO vera afgangur, sem veeri minni en x> en meiri en 
0, t> a <* er 

< r < a?, 
l>a yr5i 

A mx + r —1=0 (moS. p) 
eptir fyrra parti theoremsins. En J>essi congruentia faest med 
t>vi, a5 setja ma? + r sem earponen* vi5 A, i stafiinn fyrir p — 1, 
sem er = mx + r. 
Nii er dskiliS 

A* — 1 s (mod. p) 
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og fear of leiflir 

A™ — l s (mod. p) 
l>vi A mx — 1 er multiplum af A x — 1, eptir (64, series A), 
sem heimfaert er upp & tilfelliS a == 1 i (142). H£r viljum v&r 
nefnilega segja, a5 ef p gengur upp f factornum A* — 1, t>4 
gangi p einnig upp i honum margfoldum (103, 3) nefnilega i 
A mx — 1. Nu hOfum ver £4 

A mx+r _ j — ( morf# p ) 

og A mx — 1. = ( mod, p) subtr. 

i mi+r — A mx = (mod. p). 

En A mx + r = A mx . A r feess vegna 

A mx A r — A mx ss (mod. p) 
e3a A m *(A T — I) ss (mod. p) 

me 5 J)vi a5 utiloka sameiginlega factorinn A mx , en inniloka hina 
dsameiginlegu gjflrendur A r og 1 f sviga. 

Nii gengr p ekki upp t A mx , fevf t>a8 & ekki a8 ganga upp 1 
A eptir skilyrOi theoremsins og fea ekki upp i A mx (118), t>vfA mx 
feySir AAA •••• (mx gjOrendur); fed md p til a5 ganga upp f 
A r — 1, e5a 

A r — 1 s (mod. pj. 
En J>etta er <Jm5gulegt, pvi a; er hina Isgsti visir, sem A getur 
haft til {>ess aB p gangi upp i veldi J>ess, Jjegar 1 er dreginn 
frd J>vi; en r er leif minni en x, sem afgengur, J^egar p — 1 
er deilt me5 x, J>vi p — • 1 var sett = mx + r; atti fed * a5 
vera raeira en 0, og fyrir pad er vor seinasta congruentia 6s6nn, 
En megi r vera = 0, fed verSur hun s5nn, J>vf fed er p — 1 = 
war, e5a x gengur upp i p — 1, e5a er submultiplum feess, og 
congruentian verSur 

A — 1 ss (mod. p) 
e5a 1 — 1 3= (mod. p) 

e5a 33 (mod. p) 

en feetta eru ekki rnikil ttdindi,. ad p gangi upp I 0, fevf fea5 er 
J>ar i sinnum, og gengur ekkert af. Af pessu leidir fed 

p — 1 3= (mod. x) 
nefnilega x } sem gefur A x — 1 = (mod. p), gengur upp i p — 1. 
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157. Dae mi upp&|>a8, hvemig Fermats theorema gefur bug- 
vekju urn feafl, hversu lengi deila feurfi, unz leifin == 1 kemur, 
eru allar tOlurnar g og h I (146). f>ar er nefailega: 
p = 3,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61. 

p— l=fwa:=2, 6, 10,12,16, 18,22, 28, 30, 36, 40, 42, 46, 52, 58, 60. 
m = 2,1, 5, 2, 1, 1, 1, 1, 2, 12, 8, 2, 1, 4, 1, 1. 

x = 1,6,2, 6,16,18,22,28,15, 3, 5,21,46,13,58,60. 

p = 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. 

p— l=fiu?=66, 70, 72, 78, 82, 88, 96. 
ro = 2, 2, 9, 6, 2, 2, 1. 

* = 33, 35, 8, 13, 41, 44, 96- 

Eptir fyrra hluta thoremsim & frumtalan 41, aero ekki gengur 
upp i 10, a5 ganga upp f 10 40 — 1, efla gefa Ieifina 1, Jjegar 1 
me8 40 milium aptaaviS er deiltmeS41, efla 10 i0 = 1 (mod. it). 
En sfflari hluti theoremsins gefiir von urn, aO 10 B kunni og svo 
a5 gefa leiflna 1, fegar |>vf er deilt me5 41, .svo laegsti exponent 
\©ri = 5, og mx = 8 . 5 =*= 40, t>a5 er 40 a (mod. 5). 
En vissuna h£r urn gefur deilingin (152). Fyrri hlutinn setur 
vfst takmark, naer leifin 1 komi, en siSari hlutinn gefur von urn, 
a8 leifln kunni koma fyrri, nefnilega vi5 submultiplum {>ess visis, 
sem fyrri hlutinn tiltekur. 

f>etta tftlukorn i nuveranda tdluliO (1 57) er nokkuC k annan veg 
en i (146), Jm allar tfllurnar h i (146) era h&r skoBaBar sem g; 
en indexinn vi5 g er p& lika tvdfaldur vi5 fann, er h 48ur 
haffti. [>a8 s&st 4 daeminu (155), £ar sem modulus er 7, a5 
fegar negatifa leifln — 1 kemur, £4 m& halda dfram deiiing- 
unni til hins tvdfalda index, kemur ))k positifa leifln 1. |>vf 
leifamar koma t>d eins og hinar s6mu i rdfl, en allar dfugar. 
f>vi eins og 6 er samfara — 1, svo er, £egar kvdtinn er hafdor 
nm 1 of st6r, 4 samfara — 3, 5 samfara — 2, og 1 samfara 
— 6, sem finst, feegar dregiS er frd modulus eBa deilinum 7, 
svo leifamar i g eru 

3, 2, 6, ~— 3, — 2, — 6. 

Eins fylgja kvotarnir 58ru merkilegn lflgmfili ; J)eir fylla 9 i rod 
i hinum fyrra og siBara helmingi. J>eir voru fj)essu daemi: 

1,4,2 
8, 5, 7 

Summa 9, 9, 9. 
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Af pessu sjaum vfer, a3 g myndar og yfirgripur heilar umferSir 
kvota og leifa, en h einungis hAlfar. Vir getumfcvf sagt: Hinir 
j6fnu indexar granna innibinda i s6r Aanna indexa. 

158. f>egar frumtala p ekki gengur upp i A, £d gengar 
p a upp f A**" 1 *- 1 )— 1. 

Sonnun fyrir feessu md vera ems og i (154). V8r skoBum 
nefniiega hin fyrstu p a multipla af 4, en hlaupum pd fram hj4 
feim af hinum somu, sem undir eins eru multipla af p; en £essi 
sem yGr skal hlaupa, era: 

pA, 2pA, 3pA, • • • • p 2 A • • • • p 8 A • • • • p&A 
sem finnast mefl ftvl a8 multiplicera pA me8 tdlunum 

1, 2, 3, •••• pr*"P 2 > ••••p* — i 
og eru t>vf a5 t51u pa— i. 

Hin multipla, sem J>& eru eptir, og v6r holdum, era: 
4,24 84. — fp— l)A,(p+l)A.-..(p*— !M,(p f +lK— -(pa-i)4. 
|>essara multipla fjoldi faest, fegar jQOldi hinna burtvflrpuBu 
= pa—i, er dreginn.fra fjolda J>eirra, sem fyrst voru tekin,sem 
var = p a ; svo fjoldi J)eirra, sem ver holdum, er 
~ l> a — p a ~ l = pa— i(p — 1). 
Oil feessi multipla, deild me8 pa gefa ^mislegar leifar, eins 
bg i (154) 

/I = r t 
2A b r a 
3A = r 3 



fe -1,4 ■ r p _ l ^ a) 

(p +1)4 = r p+1 ' * 

(p 2 +l)A = V+ x 

(p a — 1)A £s r p a_i 

A5 residua i fcessum congruentvum s6 611 6j6fn y kemur af 

s6mu orsOk. &ero. f (154), nefniiega ef tvaer af feeim leifum vaeri 

jafnar, l>4 yrBi pa a 5 ganga upp i tilheyrandi multipla mismun 

(103, 5), Jess vegna anna5hvort upp i A, ellegar feeirra coeffici- 
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P? 1 "" 1 ! Pt-U P?'~\ P2~i, PT*~\ ft-l,-", 

8vo Jp& m& jafnvel vaenta, aC x megi vera submvJtiplum bins 
minsta samdeilanda hinna nefndu talna. 

160. Af naestundanganganda toluliS, samt (140) (141) (142) 
(143) (154) (156), mk laera merkileg eBli lalnanna, t>vf flest, sem 
par er sagt urn tugakerflfl, mk heimferast upp k Oil Bnnur tOlu- 
kerfi, mc5 |>vf ad setja A eSa umferOina f staBinn fyrir 10. En 
til aB litbreifla skoBun vora urn bin almennu eBli, viljum vir frara- 
setja J)& laerddma hir 

1. Sferhver tala, sem gengur upp ( kerflsumferBarinnar <ta veldi 
(141) (t er stafafjOldinn, sem hafdur erf stuBli), gengur uppftdlu 
skrifaBri ( A t&lukerfl, ef bun gengur upp i t seinustu stdfum 
hennar, eBa f seinasta stuBli; annars verdur afgangor sami sem 
af seinasta studli. Merk : Til aBgreiningar er hfcr sett stryk yQr 
tftluna, jpegar hun er skrifuB f 68ru en tngakerfi. KerflsumferBin 
I flmtarkerQ er 5 = To; nti skal t vera 2, ]>4 er 5* = loo*. 
TBlur, sem ganga upp I 25, eru ekki aBrar enn 5 og 25. S6 
nu ioo skoriS i stuBla eBa gjBrt i|oo meO 2 stofum i hverjum, 
t>& ganga bae8i5 og 25 upp i nullunum. TBkurn mi 100 =7oo" 
= 4|oo, \}k ganga 5 og 25 eins upp ( t>eim nullum. j>ar k moti 
ganga ekki 25 upp i T|5o, = 110, fevf 25 ganga ekki upp i 20, 
en 5 ganga upp far f, Jpvi 20 = 10 eBa 2 fimtir. 

2. S&rhver tala, sem gengur upp i A % — 1, eBa upp fhsesta 
staf kerflsumferBarinnar skrifuBum nokkrum sinnum = teinnuro, 
hun gengur upp i tBlu skrifaBri ( A tBlukerfl, ef hun gengur 
upp ( stuBla t>versummunni; annars gefur hiin sama afgang sem 
stuBla t>versumman, (142). I sjftundarkerfi er haesti stafur 6, og 
ef t = 3, \>k verBur "eee" frummodulus = 342 eptir (11). Upp 
i honum ganga 2, 9, og 19. TBkum nii 12345 = 3267, og 
skerum p&tolul stuBla meB t = 3, svo: Ti\uS; leggjum stuBl- 
ana saman 

* - - 1 - 

12|345 
12 * 



360 

StuBlajDversumman er T6T *= 189, samber til). Nd era&vita 
hvort 2, 9, 19 ganga upp i JWersummunni. 2 ganga ekki upp 
I benni W = 189, beldur gefa leif «= 1; eins ganga ekki 2 
upp i I2S45 = 3267. 9 ganga upp 1 wo = 189, einnig upp I 
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12345 = 3267; 19 ganga ckki upp i mi = 189, heldur gefa 
leiflaa 18. 19 ganga heldur ckki upp i T2345 = 3267, heldur 
gefa eins leifina 18. 

3. Serhver tala, sem gengur upp i A* + 1, J>a5 er kerfis- 
umferSarinnar fta veldi aS viSbaettum 1, geogur upp itoluskrif- 
a5ri i A tdlukerfi, ef hiin geugur upp i stu&latwermismuninum; 
annarsgefur somuleif sem hann (143). Se A = 11, ogt = 3, J)d 
er ll 3 + 1 = 1332 = 4 . 9 . 37 = 1001 eptir (10), og er 
petla frummodulus i elleftarkerfi, J>egar 3 staflr eru hafSir i studli. 
Tokum du toiuna 12345 1 elleftarkerO, 6kerum hana og tfikum 
studlapverarismuninn 

12)345 

12 



333 = 399. Samber (11). 
Nu er aC reyna deiiingarnar me5 factorunum 4, 9, 37. 4 
ganga ekki upp f 333 = 399, heldur gefa leifina 3. Sama er 
med 12345 = 17715 eptir (11). 9 ganga ekki upp f l>essumtdl- 
u m, heldur gefa einnig leifina 3 i baftum. 37 ganga ekki upp ( 
tolunum, heldur gefa i baSum leif = 29. 

4. Frummodularnir i ollum kerfum skrifast eina og i (144), 
hvad 1 og snqrtir, en hasli tolustafur umferSarinnar er ymis- 
legur i ymislegum kerfum, t. d. i fimtarkerfi er hann 4, 1 sjfl- 
undarkerfi er hann 6, i elleftarkerfi er hann (10) eptir skrifmat- 
anum i tolulid (6) 0. s. frv. Umferdin taknast eins 1 Ollum kerf- 
um, nefnilega 10 e5a 10, hennar annaS veldi To* = Too 0. s. frv. 
Her af leiflir, a5 A* — 1 er sama sem haesli stafur kerfisumferS- 
arinnar ritafiur nokkrum sinnum ' = t sinnum, eins og segir her 
(160, 2), pvi t.d. f elleftarkerfi er To 2 — T= Ioir=T = 121 — 1 
= 120= 10. 11 -l-' 10 = uoxTo). Her er haesti stafur um- 
ferSarinnar skrtfa&ur tvisvar, £a5 er 10 elleftir og 10 ciningar. 
Eins er 10*— 1 = 1600 ^T. H6r md ekki segja: 1 frd 10 er 9, 
heldur 1 frd 11 er 10. f>essir 11 eru teknir til lans af T, sem 
er fyrir framan nullin og tJ8ir ll 8 ; hann verSor J>vi 10 1 11* 
+ 10 . 11 + 10 = pxToxiO), t>a& er 10 elleftir annarar stelt- 
ar, 10 elleftir og 10 einingar. Fengi.hann aptur sfna'minstu 
einingu, t>a yrfti hann 10 . ll 2 + 10 . 11 -f- 11 «* 10 . ll 1 
+ lit + — 11 . ll 2 + + — ll 8 . / 

5. Tala, semhefir f sdr eiaungis frumfacfora einhverrarkerfls- 

14 
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umferdar, eion eSafleiri, gengur tipp i |>v( veldi kcrflsumferiar- 
innar, sem heflr fyrir exponent sttersta exponent faetoranm i 
divisor (145). Nu getur kerflsumferdin verid annaShvort ein frnm- 
tala f cinhverju veldi, svo sem p a } ellegar fleiri, svo sem pf 1 p* 1 
— , og svo skyldi vera spurt umaSra tOlupf 1 pj* ••••, upp I 
hva8a veldi tfilunnar pf 1 pf* •••• hun gengi. j>4er aSleitaeptir 
|>eim exponent 4 medal p t , p 3 ,-*" sem sUerstur er, og hefjatol- 
una pf 1 pf 2 • • • • upp f t>a5 veldi, er hann bendir 4. Nu skyldi 
meflal exponentanna p u pj,- ## * exponentinn £ a vera staerstur, 
I>4 yr5i a8 hefja pf 1 pf 2 — upp i hans veldi, og J>4 yrii J>a8 
tfxfapfifa...., j,4 gengi p?»p^ upp f p?*kpf'k .-"-, pvf 

1^*1jLL = p *iPj— Pi^Pa— Pj. A8 fcetta s& heil tala,sest 

bsSi 4 (135) og lika & exponentunum, fevf hvafl «xp<m*ntfnn 
<*iPa — Pi snertir, er gefiS {J 3 > p x og pcss vegna er s&expon- 
tnt posisif. Sama er a5 segja urn sf&ara exponentinn <h$»—h 
= (<x 3 — l)p 3 , |ivf a, getur ekki verifl < 1, fevf £4 byrfl pjburt 
lir pf 1 pf* , en t>a5 er skilmAli setningarinnar, a5 pf 1 p, 
hafi engaa frumfacfor, sem kerflsumferdin pf l pf * ekki heflr. 
En undir eins og a 3 = 0, svo verflur og p 3 = og g»ti ekki 
veriS staersli exponent meSal p n Pj,-*" I tylftarkerfl er 12== 
2* . 3. Upp f bvafla veldi af 12 atti t>4 2 B . 3 6 a5 ganga? Svar: 
upp f 12 6 = 2 1 *. 3 6 , 1>4 er 

ijli! =* 2 7 — 2 8 ' 6 — *.3 l -«— • = 2»— \3*. 

6. Ferwafc theorema hljti&ar eins ( ollum tdlukerfum (154); 
eins er (158) og (159), og getur uttalazt fcannig: Serhver Ula, 
sem ekki heflr ( sir frumtOlur kerflsumferSarinnar, gengur upp i 
hsesta tMustaf umferSarinoar rituflum nokkrurp sinnum ; i>a5 er 
upp 1 A* — 1. i tugakerflnu er pad 9990----, f fjarkakerfinu 
er J>a5 3333 — . Samber (160, 4). 

7. |>egar tela N «• pf » pf * pf» • • • • heflr medal sinna frum- 
gjfiranda nokkra, sem ecu fhimgjGrendur kerfisumferdarfnnar, og 
einnig a8ra, sem ekki era J>a5, J>4 gengur framkvaeraifi af hinum 
fyrnefndu upp ( stord, sem tdknast me5 forminu A x , en bioir 
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siSari ( antiari I formidu A 7 — 1 ; N gengur pa opp i staerfl, sem 
hefir form pa5, sem er framkvsmi beggja, nefnilega (A 1 — i)A** 
S6 A umferS tolukerfis, |>4 ritast talan, $em uppgengur f, meO 
haesta staf kerGsumferSarinnar ritudam y sinnuro, og Jar aptanviO 
x nullum. Tokum vSr til daemis totana 2* 5 2 . 3 =» (2 8 . 5 2 ) 3 = 
600; 2 3 . 5 2 gengur upp I (2. &) 8 =*= 2 8 ^ 8 j=" 1000; .og 3 ganga 
upp i 10 2 — 1 (eptir fyrri hluta . Fermato theoremsins) = 99. 
|>ess vegna gengur 2 s . 5 2 . 3 upp f 99 . 100Q ^ 99000. f> essi 
fyrirsetta tala 2 8 . 5 2 . 3 gengur einnig upp f minni : tplii, Jjyf 3 
ganga ujp i 10 1 — 1f=? % ^mkvfflnat^iflajPa hluta Fermats theth 
remans} pess vegna gengur htin einnig upp i 9000. A5 bin 
fyrirsetta tala 600 gengur upp f enn miniM toluea, er vitanlegL 
Iter talast einungis urn veldin af 10, og um ftumn^odulana 999 
••••. A5 heimfaera petta upp 6 onnur kerfl, er haegt bverjum 
sem yill. 

161. Leysa m& verkefnid (10) & nokkufiannan veg, en par 
er gjdrt. V6r vfljum til pessarar skoSunar nota fdrmuluna (9). 
Bin gefna tala sfe N, pa \er5ur: 

tf = frpi 1 -.... e^+dD 3 -^ clTH- 6# -f a'. 
Reglan verSur pd pessf: Deil 2V me5 umferSinni U, gengur 
p& V upp i Ollum peim ljSum, sem V er jfactor f, en eininga- 
stafurinn a kemur p&fram sem residuum fyrstu deilingar. Ky6U 
fyrstu deilingar verSur: 

ktjV-— 1 .... €P 8 + dU*+ ell + 6.. Residuum = a; 
Deil pe&sum kv6ta aptur meO U, kemUr p& 6 e5a umferSatala 
fyrstu st&ttar i residuinu annarar deilingar, en kvdtt peirrar deil- 
ingar ver5ur: 

Deil pessum kv6ta enn me5 £7, kemur c sem residuum pri5ju 
deilingar, og kvdti 

fcUP'^-v etf + <*•' fi^Mmlm = c. 
Deil boUum mefl ' [/. kemur J, sena er . residuum ftfrOu deil- 
fagair r eA kvoti fj<Sr5u deilingar' er; ; ., ( . >: .. ; i ' : 

Kemur p& e e9a residuum flmtu deilingar, o. s. frr. ' ' - 

14* 
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* Dsmi se sama Mm { (10), a5 rila artaliS 1855 ( fimtaiketO. 
Deilingannr era: 

6 ) 1856 leif l*» deilingar 

b ) 871 1 — 2« 

5 ) 74 4 — »■ 

5 ) 14 4 — 4*» 

5) 2 2 — 5*» — • 



0. 
Arlalift f flmtarkerfl — 24410, elns og i (10). Nfi mi lika, cf 
Vill, Anna kvdtana eptir bdkatftfunum fit af leifunura og veldunum 
af 5, aem er V; |t «= 4, |>vf basta veldid af U er V 4 . Deil- 
ingarnar og Hftirair era 5, en seinasti lifturina heflr ekkcrt D I 
tOlunni N. f»& eru 

deilingaip 5** 4*» 31* 2« It* 

( t d e b a 
leifar feeirra { 2 4 4 j 

kvdtarair 2 14 74 371. 

Nii var eptir bdkat&fturam 
fyrstu deilingar kvdti «U* + *U*+ cU + b . 

2.5 8 +4.5 J + 4.5 + 1 =371 
annarar deilingar kvdti et7* + dXJ + <* 

. 2.5*+ 4.5+4 * = 74 

priftju deilingar kvdti eXJ + d 

2.5+4 - 14 

fjdrflu deilingar kvdti e 

■ ' 2 '.'... = 2 

fimtu deilingar kvdti 0. 

Til a5 dkvarfta pannig sJrhvern kvdta, parf leif naatb*™ 
deilingar. £e&s vegna parf sjOttu deilingar. leif til aft AkvarSa me 
possum hsetti fimtu deilingar kvdta,- pvf leifsiier coefficient bans. 
f>essa leif er samt haegt a5 finna, meft l>vi aft deila i sjM** B 
og draga frd deilanda pannig : 5 . i er sinnum. Kdltoinn^ 
& er 0> frd er 0. Sjottu deilingar leif er pyf 0, ogfar fcun^ 
co«/ffcfchr fimtu deiltagar kvdla, pd ef fed kvdti =; 0., f> c * sl ^ 
reikningur kvdtanna er ekki til pass aft Anna pd, ! pv< peir^ 
dflur fundnir, heldijr til aft pf dfa pd og gegnumgaftga alia rei 
ingsins krdkau - , 



2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 



1862 



931 
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162. Sdrhver tala verSur uppleyst i eint6m veHi af 2, pvl 
ekki parf annaO til pess en a5 rita liana i tvistakerfi, og taka 
sifian veldin tit af benni, t. d. ef feysa skal artaliS 1862 upp t 
tim veldi af 2. 

leifO 

1 

1 





' 

1 



1 
1 
1 



465 



232 



116 



58 



29 



14 



3 



1 



0. 
H 1862 i tvistakerfi = 11101000110, pad er 

2 l »-f 2 9 + 2 8 + 2 8 + 2«+ 2, 

pvi tvistur 10do stettar er 2 10 , o. ». frv. Vilji eg finna veldin 
utreiknuS, pa era pan pessi: 



2»»«= 


1024 


2» mm 


512 


2« = 


256 


2« mm 


64 


4» = 


4 


2» «* 


2 



samtate 



1862. 



fcegar lalan er oddatala, J>& verBur fyrsta leifln = 1, sem er 
einingastafariDD, en fessi eining eOa 1 = 2°, svo hun er lfka 
nokkurs konar veldi af 2. 



163. Sftrhver tala verflur einnig uppleyst i positif og nega- 
tif veldi af 3, og far til t»rf ei annad en rita bana i prista* 
kerfl. En einungis g«ta pess, ad feegar leif eetlar aft koraa =* 
2, l>4 ad auka kv4tann inn I, svo leifln verSi {>& = — 1, t. d. 

1862. . 
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3 )1862 kit — 1 
3 ) 621 • 

3 ) 207 . *■«..«. a 

3 ) 69 • 

3 ) 23 • ••• — 1 : 

3 ) 8 • ••• — 1 " 

3) 3_- : j 

3) !_•••• + 1 


pi 1862 i pristakerfi = lolioool. f»ar sem leifaraar era nega- 
tifar, ekrifast h8r mimuarnir wpp yflr peim. " Yeldm era pi: 
3 7 — 3 8 — 3«— 3° 3' = "2187 

— 3»= — 213 

1944 

— 3*=— 81 

1663 
-~ 3 ' =■* — 1 

1862. . 

Tugabrot (Fractio cUcim<di$). 

164. Tugabrot (fractio decimalis) er 1*8 brot, sem heflr 
fyrir nefnara tugaveldi, e5a 1 meO nullum aptaa vi*, en teljar- 
inn m& vera tavafla tala sem vera skal, \>6 eptir viseum reglum. 
fessi brot skrifast me5 sdrlegum haetti, eins og frambald tuga- 
kerfisins, til haegri handar fr4 beilu t&luoni, ef nokkur er, og 
greinast frd benni me8 kommu, en neftupinn skrifast ekki, J>vi 
menn vita hann eptir reglunum. Eins qg i beilu toiunni bver 
stafur merkir 10 sinnum minna vi5 hvert soti. sem bann ferist 
naer haegri hendi, svo er einnig l(ka I tugabrotynum, t. d. 32,4923 
eru 32 heilir, 4 tiundu partar, 9 hundrudustu partar, 2 pusund- 
ustu partar, og 3 tfutuisundustu partar = 32 + ^ + 77,-0+ 

r§oo + foooo — n ThTUi ** €fa8 og stafiiriqn i ein- 
iQgasseti J>y(Mr 10 sinnum minna e* ef hann ^sri i.tugassti, svo 
er og staforinn n$sti eptir (tommiraalO akmttm minni ad gildi 
en ef bann standi neest fyrir fnimail kevimtuia. ' Haftra telur far 
tiundu parta, sem eru 10 sinnum minni en einingarnar. . Eins 
og nu naesti stafur eptir kommuna telur tfundu parta, svo telur 
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og annar stafur eptir kommuna 10 sinnum loegri stfelt en hion 
fyrsti, hann tehir hundrudusta partana, hinn feridji ^usundustu 
partana, sem eru to sinnum minni en hundrudustu partarnir, o. 
s. frv. Staflmir fyrir aptan kommuna heita tugabrotsstafir (deci* 
males) dicimalar. S6 engin heila talan, er sett fyrir framan 
kommuna, svo sem 0, 4 = j^. Til a5 sj5, hver nefnarinn er, 
J>a er aetiS sii regla,ad f nefaaranum s6 eins mdrg null sem dcci- 
malarnir eru, og svo 1 fyrir framan ^essi mill t. d. 0,49 = r-|^, 

°> 492 = tSU; °> 4923 = -owB; * ar m& 8krifa ° undir 

hvern staf og sidan 1 fyrir framan. Sh of fiir stafir i teljar- 
anum, til fess ad feessi regla geti gilt, ])& er sett null fyrir fram- 
an teljarann, svo mdrg, a0 teljarinn med nullunum fyrir framan 
verOi eins margir deeimalar sem millin i nefaaranum, svo sem 

r£o = °> 01 ; r^oo = °> 001 ; fohos = > 000L mi m * 

setja J>essi fyllinganatill fyrir aptan teljarann, |wi t>ad raskar brot- 
inu, t>vf 0,10 J>ydir ekki r ^, heldur ^ = ^ ; 0,100 l>y8ir 

Tooo ~ ToS ^ To* t aB raskar ° ,dun 8 is e * ki brotinu, J)6 
baett s6 nullum aptan vid J>a5, J>vi {>& baetist i iestrinum eins 

m5rg null aptan vid nefnara feess. f>annig er 0,6 = 0,60 = 
0,600 - ,-£ - ^ = yiM, . 8 . frv . 

165. SS komman flutt ur sinum stad til haegri urn nokkra 
stafi, ££ tifaldast talan vid hvern staf, sem hun er faerd yflr, Jpvi 
]?a verda tiundu partarnir ad heilum einingum, hundrudustu part- 
arnir ad tiundu portum o. s. frv., t. d. s& komman i 32,4923 
fer5 til baegri aptur fyrir 4, fea verdur urtolunni 324,923 = 324 
iMo^- SS komman faerd yfir 9, kemur 3249,23 «= 3249 1 f^ 
sfe b6n faerd yflr 23, fca kemur 324923, og verdur ])& 511 talan 
heil. Se par & m6t komman faerd til vinstri, t>a minkar talan 
Ufalt vid hvern staf, svo 32,4923 verdur 3,24923 = Sfttfiftft; 
s& hun faerd fram fyrir alia toluna, \)k verdtir hun 511 ad broti, 
og verdur |)*ad setja fyrir framan, pannig: 0,324923 = x^Viftfo- 

166. Samlagning tugabrota gjorist eptir (20), med ]?vi (til 
haegdar) ad rita tdlurnar hverja undir adra, {mnnig ad somu stett- 
ar einingar standi hver nidur undan annari. Standast fta allar 
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kommumar a. Elningastafirnir standast 4 vinstra megin nssl 
kommunum, tlnodu partarnir hcgra megin vid J«r, o. a. frv, TW- 
urnar kunna |>& afl n& djafnt Ul haegri og itastri bandar. A5 
t>essu bunu byrja menn hsgra megin a5 leggja aaman. far 
einingastitlir, sem lengst ganga til baegri, leggjast fyrst samao, 
og skrifast undir strykifi svo langt fri kommunnar saeti, sem 
stilt feeirra svarar. |>etta geta menn se5 me8 fm a8 tcljasaetin 
f samanlftgOu tolunum til kommunnar. 

Daemi: Leggjura saman t61urnar 3,0021 + 12,999 + 0,9 + 
412,00096 + 0,000004. Til hjegflar ritum vJr paer |iannig: 

3,0021 H4r gengur neOsta Ulan lengst til baegri. 4, 

12,999. sem er milltfnustu partar, skrifast fevi i 6* 

0,9 .. . saeti fri kommunni. j>ar naest 6 niftur i 5** 

412,00096 saeti, par ekkert 4 par vi5 a5 leggjast. Nii 

0,000004 m& segja: 9 og 1 er 10, fcaB er bin 4&» stett 



428,902064. fri kommunni, skrifast f sumrauna i 4*>* saeti 

frd kommunni. 1 geymdur og 7 er 10, og 2 
er 12, feetta eru Jmsundustu partar. 2 skrifast fevi niftur i snmm- 
tina i 3J& saeti fra kommunni. 1 og 9 er 10, pad eru hundruS- 
ustu partar, skrifast t>vi f annad saeti fr4 kommunni. 1 og 9 
er 10 og 9 er 19; t>etta eru tiundu partar; 9 skrifast i naesta 
saeti vi5 kommuna, en 1 er beil tala og legst J>vf viO eining- 
arnar i heilu tolunum, og J>«r reglur hOfum v6r seS Adar. 

S6 tolurnar litlar, eda viiji menn ekki skrifa t>aer hverja undir 
adra, ]?& verdur jafnframt nakvaemlega a5 telja saeti hvers tolu- 
stafs frd kommunni, svo menn ekki fari stitta vilt. 

Tugabrot ma einnig gjora samnefnd, og J>ad meJ J>vi adbaeta 
nullum aptan vi5 hvert peirra, svo mOrgum, ad allir addendarnir 
fai jafnmarga decimala. En vitanlegt er J>ad, ad brotin raskast 
ekki fyrir [>a5 (164), par nefnurunum baetast eins mdrg null sem 
teljurunum, svo teljari og nefnari bvers brots margfaldast £4 me5 
sama tugaveldi (83). 

t ofanskrifudu daemi heflr lengsta brbtid 6 decimala; ver skrif- 
um £4 allar tolurnar upp med 6 decimolum, pannig : 
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3,002100 Efsta brotid hafSi 48ur 4 decimala, og taldi fed 

12,999000 tiu()usundustu parta og nefnari pess var \>k 

0,900000 10000 eda 1 med 4 nullum. Nu bietast vid 

412,000960 t>aB brol tvd null, svo decimalarnir eru nu 6 

0,000004 og telja milli'6nustu parta. Nefnarinn er pvi ord- 

428,902064. in million eda 1 med 6 nullum.. Med sama 

baelti eru 611 brotin ordin a5 millMnustu p6rium. 

167. FrSdragning f tugabrotum er eins og f heilum t51- 

um, eptir ad buid er ad rada brotuqum eins og f samlagningu 

tugabrota. Had minuendus faerri decimala en subtrahendus, m&, 

ef vill, fylla skardid med nullum; en pess er raunar ekki J>6rf, 

J)vf pad naegir ad bugsa sernullin, og adgseta, ad nullin verdaaS 

Alitast sem 9, pegar buid er ad taka til l&ns, samber (27), S6 

subtrahendus stsrri en minuendus, pi subtraherast minuendus 

fr& subtrahendus, verdur pa mismunurinn negatif. En hvor peirra 

sem stserri er, p& faer mismunurinn eins marga decimala, sem 

su talan, er bafdi pa fleiri. 

Daemi: 

5,367304 7,259 4,537 

—0,35263 —2,52846 —7,4292 

5,014674. 4,73054. —2,8922. 

t ddru daeminu mi svo taka til orda: 6 frd 10 er 4, er skrif- 

ast. 4 fra 9 (t>vi lanad var af eda 10) er 5, skrifast. 8 fra 

8 er 0, o. s. frv. 

168. Margf&ldun i tugabrotum. Tolurnar margfaldast fyrst 
saman, eins og engin komma veeri i peira ; en f productinu verda 
eins margir decimalar sem i badum gjdrdndum til samans. f>essa 
ma pi afskera med kommu aptan af framkvseminn. Verdi null 
seinast i framkvaeminu, eitt eda fleiri, m& varpa peim burt, pegar 
buid er ad setja kommuna. 

Daemi: 5,43 x 0,23. Fyrst margfaldast saman 543 x 23 
= 12489. Sidan teljast decimalarnir i gjdrdndunum, peir era 
4, nefnilega 2 f hvorum. f>ar skerast p& 4 decimalar apian af 
framkvseminu, verdur hid rfetta frarnkvasmi pessara tugabrota = 
1,2489. 

Sonnun. Skrifa ma gjdrendurna eins og almenn brot og marg- 
falda pau svo saman, pannig: 

^4^ 9^ 1948Q 

ToT x S = lS = lj2m Samber (95 ' 3) og(62) ' 
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2** dasmi: 138,5 x 7,695708. 
7695708 Hir cm 7 dccimalar til samans i b&8um gj6r- 
1385 Ondum; jDess vegna sker eg 7 decimala aptaa 



38478540 af productinu, og fa 1065,8555580. |>esso 

61565664. nulli get eg k eptirkastaB burt, ef egvil,t>egar 

23087 124.. eg er biiinn aB afskera |>4 7 decimala og setja 

7695708 . . . kommuna. Brotio skrifuB sem almenn brot 



10658555580. era: 

1385 7695708 _ 106585555^0 10 65855558 

10 X 1000000" 1000000|0 — 1000000. 

Hfcr sjinm v6r, a5 Ml era verkin sftmu ( margfoldun hvorratveggja 

brotanna, og par i liggur sBnnnnin. 

3J» dami: 0,007853 x 0,00476. 

Fyrst er a8 margfalda saman 7853 x 476 = 3738028. Si'San 

tel eg tngabrotsstaflna f b&dum gjBrftndunum, og em peir 11 til 

samans ; eg a t>4 aB skera 1 1 stall aptan af productinu, en i Jnri 

em alls ekki nema 7; hvernig & eg nti aB ftra afi? Egverd a5 

htyBa lOgmalinu og telja mer £afl f nullum, sem 7 vantar ill; 

eg skrifa |)d 4 null framan vi5 hrO fengna product, og |)a5 4 alt 

aB verda dccimalar ; en si9an skrifa eg kommu J>arfyrir framan, 

og loksins null lengst til vinstrt bandar ( staB heilu tBIunnar; 

kemur J>4 hiB rttta product tugabrotanna 0,00003738028. AS 

pctta s& samkvaemt margfoldun almennra brola, sist, ef v£r skrif- 

ura tugabrotin eins og almenn brot, t>annig : 

7853 476 3738028 

x 



1000000 100000 100000000000. 
Eins og nulla talan samarilBgB 1 nefnurnm gjdrandanna er jofn 
nullatOluntii (.nefnara framkvtemisins, svo er decimalaUtian ur bifl- 
ura gjOrBndum jOfn decimalaiitiu framkvtemisins. 

169. Deiling tugabrota. Fyrst aBgaetist, hvort deilandi befir 
eins marga decimala sem deilirj s& J)afl ekki, |>a baetast aptan 
vifl deilanda null f decimala staB, svo bann aB minsta kosti hafi 
jafnmarga decimala sem deilir. Si'San er deilt eins og engin 
komma veeri. Hafi deilandi fleiri decimala en deilir, hvort held- 
ur viSbsetta eBur 6vi8bactta meB nullum, t>& afskerst aptan af 
kv6tanum svo margir decimalar, sem deilandi hefir fram yOr deili. 
Dae mi hfer upp d se fyrsta roargfoldunardaemiB (168), notaB sem 
deilingardaemi: 
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• i;w89' : 0,23; 

Hir era 4 tf^ciwaJarf deilanda, en ekki riema 2 f deili. J>& deili 
eg eiDs eg engin kornnia vati. ■ : ' ' 
28)12489(54$ Ittr beflr deilan'di 2 decimal* fleirien deilir; 
115 pess vegna tffskerast 2 decimalar at kvtitan- 

98 uta, sem lomiim er. VerSur J)& kvoti tiiga- 

92 : brolanna *=* 8,13, eins og 45iir var multiple 

69 '" e«ri<tu* 1 (16S), sem er rfett, par deilir xkvoti 

69' : = multi&icandus; 0,23 X 5,43 '=* i,248S 

bg pess vegna 1,2489 : 0,28 ^5,43* 
j>etta m& o£ skofiast sem deiliog almennra brota; ft& er 
12489 . 23 _ 12489 JM g , " ' " ' 

1O000 '• 100^10000 23' samDer &*> *» 

1248900 12489 _ 12489 _ 543 _ ■ 

09 1/\A 1AA 0,40. 



230000 2300 23.100 100 

Hva5 cfcctmafafjolda kv6tans snertir, rod sarina regluna pann- 
ig: f>ar deilir og kvdli margfaldadir saman eiga a5 gefa deil- 
anda, p& verSur summa efecimaZatalna divisors og kv6ta = deci- 
malatblu deilanda, og aptur a m6t decimalaTfiW kvtitans = mis- 
mun dectma/atalna deilanda og deilis (25). 

2»% Daemi: 56,4 : 0,00015. Fyrst gjdri eg cfcctroatodeilanda 
jafnmarga divisors, kemur 56,40000 : 0,00015; og vi5 petta 
raskast ekki stsr&irnar (166). Sidan kasta eg kommunum burt 
ur badum ; pad gjorir her sama sem aS flytja t>aer yGr 5 staQ til 
baegri, og viS pa8 margfaldast badar tolurnar me5 10 6 = 100000 
eptir (165), en kvtitinn breytist ekki vi5 pad (83); pess vegna: 
56,4 56,40000 _ 56,40000.10 s ' 5640000 «~ fi000 

0,00015 0,00015 — 0,00015. lO 6 " 15 *'WW. 

Iter kom p6 heil tala ut, par jafnmargir tugibrotsstaBr vori i 
deili og : deilanda, pegar deilt var 56,40000 ftied 0,00015; par 
yoru nefnilega 5 decimalar i hvorum; pess vegna eptir reglunni, 
sem gefln er fyrir kdntohiinni, 5—5 = 0; pad pyOir, a5 0, pa5 
er: enginb tugabrolsstafur, <sd i kv6ta. Hid Sama segir deilingin 
5640000 : 15, )>v< par er ^awatotalan f deilanda og deili = 
og — =*= ; segir, a6 enginn decimal s6 i fcvtita. Menn 
geta eptir pessari reglu, hvenaersemvill f deilingunni, sfe8, hvort 
nokkur e5a enginn tugabrotsstafur er kominn eOa bva8 langt er 
til pess faann kemur, eta hvad margir decimalar eru komnir. 
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f>annig varf t>essu daerol, feegar 56,4 : 0,00015, efta J>egarbiiift 
var aft deila 564 mefl 15, tugabrotsstafaQftldinn I dividendus = 
1, en ( divisor = 5, J)4 var eptir reglunoi 1 — 5 = — 4, J>aft 
pyftir, ad 4 stafl vanti enn til kommunnar, en kvfttinn, sem \>k var 
kominn, var 37, og leif =9. fcegar \>k hift fyrsta viftbstta null 
var nifturfaert til leifarinnar, kom 90, og |>egar pessu er deilt 
meft 15, kemur kvfttastafurinn 6, og engin leif; verftur pvfaftfylla 
pa5, sem vantar ( kvdtano, meft milium, flinn deildi deilandivar 
& orftinn 56,40, endeilir 0,00015; feessvegna: 2 — 5 = — 3, 
|>a8 er, aft enn vanti 3 stafl ( beila tftln kvdtans, og fraft em 3 
nfill. Slundum er |>aft lfka, aft aldrei gengur upp, favaft lengi sem 
deilt er; halda menn {>& && Gins svo lengi fifram, sem tilgangi 
reikningsins naegir, og ekki verftur lengnr skafti aft skakkanum, 
sem all af fer minkandi. fetla s6st betur & nssta daemi. 
3J» daemi: 3,74 : 2,4 

2,4) 3,74(1, 55883-... 

24 

134 

120 



140 
120 



200 
192 



80 
72 
80 

72 



8 o. s. frv. 

£egar hir var biiift aft deila 3,7 meft 2,4, |»a voru jafnmargir 
decimalar i deili og hinura dellda deilanda; Jess vegna: 1 — 1 
= 0, tmft er; enginn tugabrotsstafur enn kominn i kvdtann, 
beldur einungis 611 heila talan == 1 ; hir var t>vi bift r&ta saett 
kommunnar. Naesti stafur deilanda 4 terast niftur til leifarinnar 
13, verftur 134; t>essu er deilt meft 24, kemur 5 i kvdta, og er 
t>aft fyrsti decimal kvdtans, fevi 2 — 1 = 1 eptir saetisreikningi 
konamunnar. Nii er leif 14, en enginn stafur eptir i hinumgefna 
deilanda. En til aft ikvarfta kvfttann nlkvaemar, baetist mi null 
aptan vift leifina, kemur 140* [>essuer deilt meft. 24, faestkvftta- 
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stafur 5 an&aft sinn, og skrifast. Nu get eg aptur skoftaft wetis* 
reikning kommunnar og er hann 3 — 1 =*= 2, (>v( nu eru 3 
tugabrQtsstafir i hinum deilda deilanda, en 1 i deili. |>etta segir 
mdr, aft nu si komnir 2 decimalar I kvdtann. j>annig m& alt 
af sj&, hvaft margir tugabrotsstafir era komnir. Seinna i daemi 
J>essu sj&um v$r, aft sama leif = 8 fer aft koma aptur, og alt af 
baetist aptan vift hana, svo aft I>egar 80 er alt af deilt meft 24, 
kemur kvotastafurinn 3 &n aflats, svo aldrei gengur upp. 
Kvdtinn verftur f>vf 1,558333 — 
4. Daemi: 4,5896: 367. 

367) 4,5896 (0,01250572 
367 
919 
734 



• • • • 



1856 
1835 



2100> 
1835 



2650 
2569 
810 
734 



76. 
Hirer belt nullum aptan vift, {>egar hinn gefni deilandi ferytur. 
Deilingin gengur aldrei upp, J>6 dfram si haldift. Dccimalarnir 

1 deilanda seinast eru hir 8, en i deili enginn, J)vi hann erheil 
tala; pess vegna er saetisreikningur kommunnar 8 — = 8) 
og 8 decimalar i hinum fengna kvdta. 

Nu viljura ver prdfa t>essa deilingu meft almennum brotura. 
Skrifum ver deilanda 4,5896 sem alment brot, verftur bann 

4r!oH* st y tta mft brot fe elta nokkuO, pvf teljarinn 5896 = 2.2. 

2 . 11 . 67, ennefnarinn 10000 = 2.2.2.2.5.5.5.5 
(113). Iter eru ferir af factorunum sameiginlegir teljara og nefn- 
ara, nefnilega 2 . 2 . 2 = 8; m4 |>vf stytta brotift meft 8 (122) 
(85); verftur fcaft t>4 yjfj og allur deilandi 4^. Hann gjftrum 
vir aft launbroti = jyfj (82), og deilunt bonum meft deilinum 
367 , eptir (98), en ]>ar 367 gengur ekki upp I teljaranum 5737, 
latum vir hann dbreyttan, en margfftldum nefharann 1250 meft 367; 
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kemur 4587 50, svo kvilion TcrUor i alroennum brotnm= 7ii£V, 

|>etta brot getum vtor skodaA aem kunngjorfa dcilinguj og deil- 

um 5737 mefl 46875)0, og Mlum. kvdtana veria tugabrot, bannig: 

458750) 5737,00 (0,01250572 

458750 

1149500 

917500 



• » • • 



2320000 
2293750 
2625000 
2293750 
3312500 
3211250 



1012500 
917500 



95000. 
Hfcrsft eg, ad eg verfl strax a5 b©ta viS deilanda 2 nullum til 
a5 ft annad f kvdta en null; verSur t>4 kvtilastafurinn 1, og 
eptir sffitisreikningnum 2 — = 2 er petta binn annar decimal 
i brotinu; og t>egar eg held &frara deilingnnni, kemur dlduogis 
sama tugabrot sem ( fyrra sinni, svo almennu brotunum ber 
saman \i8 tugabrotin ( t>essum reikningi. 
5* Demi: 1: 3,2561047. 
3 t 2561047) 1,00000000 (0,30711543 
. 97683141 
231685900 
227927329 



• • « • 



37585710 

82561047 
50246630 
32561047 

. 176855830 
162805235 
140505950 
130244188 

: 102617620 
97683141 
• 4934479. 
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Til a5 fa merkjanda staf i kvota (annan en 0), varfl h£r a5 bseta 
8 nullum vid dividend™, fessi kvotastafur er 3; og er.bann 
hinn fyrsti decimal kvotans, |>vf 8 — 7 == 1 eplir . saetisreikn- 
ingnum. Hinn seinasti her fengni decimal er hinn 8**, J)vf 15 
— 7 = 8. Profa ma brot petta eins og hi5 fyrra; en eg vil 
viOhafa langt skemri aOferS par til, en pa var hflffl, og stytta 
nu ekki almenna brotid. Eg skrifa fyrst deilinguna kunngjorflaf 

brotsliki, pannig: 1 _ 10000000 

3,2561047 ""32561047. 

I>egar eg vildeila pessum tOlura og lata utkoma tugabroteins 

og f 4*>a daeminu, pa koma allar s5mu athafnir og allar s6mu 

tolur, sem p&egdeildi 1: 3,2561047, svo par getur akkert reglu- 

legt talnaprdf ? or8i8, Samt s/nir paS, ad atbafbirnar eru rttt 

valdar, og er p?f reglunnar sOiraun. Ekki verflur beMur brotift 

stytt, p<J eg vildi snua mfcr a5 pvi, p?f teljari og nefnari hafa 

hi* engan sartimaili, og eivpa8 sj&atilegt £ pv(, a8 teljarinn 

10000000 heflr engar frumtdlur f s6r, ncma 2 og 5, en nefnar- 

inn 32561047 hefir par alls ekki, eptirdeilileikseinkunnunum. Mfer 

em pi flestir vegir bannadir til a8 profa penna reikning. Leifa- 

profin get eg samt notaS, pvi htor er bsedi deiiir «= 32561047 

kvdti 307 1 1 543 og leif 4934476, samt deilandi 1000000000000000,' 

og pan segja reikningtoa rattan. V6r gettim annars, ef vfljum 

bafa frekari sanftufB, breytt brotinu jg&K? * fffffgff ; verBur 

pad p& dAlftift minna> en svo getum vfcr stytt petta n$a brot mefl 

8, kemur jf^, og petta brot geturt ver gjOrtaB tugabroU: 

4070131) 1250000JD (0,30711542 1 i •■ 

12210393 

28960700 . 
28490917 



4697830 
4070131 



6276990 
4070131 

.22068590 
20350655 

17179350 
16280524 

8988260 
8140262 

847998. 
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|>etU brot nismunar i bundraSmillidnusta pOrtanam Era hum 
fymL Vir getum aonars stf, btafl |>essi brot mismona i al- 
ineononi brotum, meS pvf afl gjGra pm samnefad, ^aanig: 

10000000 1 



» 1 1 1 1 



32561047 32561048 

3256I0480000O0O — 325610470000000 
32561047 . 32561048 . 
325610480000000 
325610470000000 

10000000 ro ismnnur teljaranna 

32561047.32561048. 
S4 pesfiir factorar margfalda&ir samao, nefnilega 32561047 
og 32561048, og t>afl framkvaemi sett f aefnara sta& undir teljarann 
10000000, pk er fengifi brot, sera n&kvasmlega segir mismun 
biona umtflluflu brota ; m4 og, ef fill, stytta t>efl me9 teljara sin- 
urn, svo teljarinn verfii 1; deiliogia gjflrist pk eptir (62), eda 
kvdtinn er 14tinn verfla tagabrot. Mi |m sleppa brotinu, en halda 
beilu tolunni. J>4 er komifl brot mefl teljara = 1, og nefnara 
= beilu tOlunni, og segir J)afl mismoniim allnakvaemlega. Se 
menu dn*gflir med att vita mismon brolanna hfcr urn bil, ma deila 
fl&rumbvorum factornum 32561047 eOa 32561048 [meO teljar- 
anura 10000000 eptir (62) og 14ta kvdtann verfla tugabrot, marg- 
falda binn factorinn mefl hooum, eda nokkrura stflfura framanaf 
honum, varpa avo burt brotinu, sem verfiur i productinu. fa 
kemur brot, er heflr 1 fyrir teljara, en beilu tflluna i productinu 
fyrir nefnara. I feessu dsemi verflur petta 

__1 

3,2561047 . 32561048. 
Kasti eg i burt 2561047 ur fyrra factornum, og margfaldi 
sfflan sfflara factorinn mefl 3 heilura, kemur 

1 
97683144 
og verflur {>etta mjflg nalsgt binu mismunanda broti, fevf 
97683144) 1,00000000(0,00000001 
97683144 

f>etta er J>£ 1 bundraflmilliflnasti partur, eins og tugabrotin 
48ur sjndu. 

1 70. Tugabrotin viljum vcr nu bugteifla nanar eptir bflksUfa- 
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reikningi. Vfcr hofum J>egar s&3, hvernig tolustafirnir bsBi i 
heilu tolunni og brotinu merkja lOsinnum minna, eptlr pvi sem 
seeti J>cirra faerist staf fyrir slaf nacr haegri hendi (164). f>etta 
gildir einungis i tugakerfinu. En i hinum ddrum kerfum breytist 
t>etta eptir umfer5unum, svo umferSin raeSur Jjessu f hverju kerfi 
fyrir sig, en aSalreglan er £6 HJti5 eins f fceim ollum. V6r h6f- 
nm (9) taknad tolu i ollum kerfum Jmnnig: 

TtUV-.-.-eU 4 ' + dlP + cU* + bV + a. 

Nu viljum ver, vegna t>ess sem a eptir kemur, og lika til a5 
nota soma btikstafi sem adrir ritarar, taka oss aSra b<5kstafi til 
afi takna sama me3, nefnilega: 

• '••a 4 A* + asA 8 + a 2 A 2 + a x A + a. 

Her taknast tolustafirnir me3 indexum reiknudum fra eininga- 
stafnum a, sem hefir engan index, nema ef vill null, J>annig a , 
en kerfisumferSin taknast med A, og kollum v6r £a kerfi5 A- 
tolukerO. f>ctta vonum v&r ad alt s$ skiljanlegt, |>egar J>a5 er 
nakvaemlega borid saman vi5 toluliS (9). J>essi formula taknarnu 
heila tdlu, eins og ver vitum, en svo er haegt a5 framhalda henni 
til haegri handar til a5 takna tugabrot e8a A-toiubrot, {mnnig: 
a 2 A 2 + a^A + a + a 1 A— 1 + a— 2 A~ 2 + a_ 3 A— 3 ---- 

Her er a einingastafurinn, eins og Aflur, a_ t er fyrsti decimal 
e8a fyrsti A-tolubrotsstafur, a__ 2 annar, o. s. frv., svo indexarnir 
vaxa a baflar sidur, positift til vinstri, en ncgatift til h&egri. |>etta 
synir frambaJd A-tolukerfisins til haegri, likt ogaBurer sagt (164). 

171. Vfcr viljum mi sko8a, hvernig A-tOlubrotin framkoma, 
og taka til daemis toluna 

eru J>ar tolustaflrnir skrifaflir hver hji 65rum, eins og venjulegt 
er i tolum (9). f>elta er j)a tala mefl n + 1 tftlusiOfum. Setj- 
um hun vaeri f tugakerfi {)essi: 
p = 64598367. 
Her er n = 7, stafafjOldinn n + 1 = 8. Til ad y£ fljot- 
lega, hva5 peir heita i bdkstofunum, skrifa eg bokstafi me5 index- 
um og t>ar undir tdlustaflna: 

a n °n-l fl tt-2 a n-3 a n-4 a n-5 a n-6 a n-7 
at a 6 a 5 a 4 a 3 a a a t a 
6 4 5 9 8 3 6 7. 

15 



i 
i 
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Ndtekeg A-t6luveldi (tugaveldi) A r = 10 5 = 100000, ogdeili 
tOlunni p t>ar meft pannig: 

q~~ A 5 

efla, ef feetta er skrifaO mcO + + og A-veldam, 
p _ o T A T -f a 6 A* + a t A* + a 4 A A + a % A s + d*A* + a x A + g , 
q A 5 

l>d ver5ur, af fevf n > r 



^=0,^ =a n _ 1 A =a n _ 1 A»-'- 1 

a A 9 

_L_ = a, = o n _ 2 -= a r 

£^!= a,A-« - o n _ 4 A-»= a^A-' 
a a At = fl-A— » = 



_^ a. A" 8 = an.jA- 3 ^ o t _ 3 A- 8 
A 

A 5 

_<?° = OoA-* = a n _ 7 A~» = a r _ 6 A~» = a A' T 
A 6 

Hin knnngjOrSa deiling — , |>ar sem polynomium er i deilanda, 
en monomium A 5 f deili, framkvaemist hftr, eins og Jmr & eptir 
segir, ( d&lkum. Hvafl polynomium snertir, gjorist deilingin ept- 
ir (61). 

t fyrsta d&lki er tekifl hvert monomium eptir annaB, og H 

deilt eptir (63,4) alt frd ^- til ^ 5 f pessu s8rstaka talnadcmi, 

sem hfcr er einungis viflhaft tii skilningsauka. En I hinu alment- 

a A n 
giidanda bdkstafademi byrja |>essar deilingar me5 " e5a 

fyrsta HO deilanda, hver sem hann er, deildum meS divisor A r i 
og haida fear afram til -^ e5a einingastafs tolunnar, er deilist 

me5 divisor e&a A-t61uveldinu A r . f>essi er binn seinasti liSur, 

pvf nu er 6lt talan uppunnin. 
f 65rura d&lki standa allir kvdtarnir af pessum deilingura, sem 
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gilda einungis fyrir n = 7 og r = 5. f>eir byrja meB a t A* 
og enda me5 o A- 6 ( pessu serstaka talnadaemi, e5a ef sjalfir 
t51ustafirnir vidhafast og tugakerfiB er valid, pa verdur ro5 kvtit- 
anna pessi: 

6 . 10 a + 4 . 10 + 5 . 10° + 9 • 10- 1 + 8 . 10~*-f 8. 
10~3 + 6 . Itf-* + 7 . 10-* = 600 + 40 + 5 . 1 + 9 . 

T7\ + * • Taa + 3 • 77w\ + 6 . r^T^TT + 7 



10 ' 100 ' 1000 ■ 10000 ' * 100000 — 

600 + 40 + 5 + 0,9 + 0,08 + 0,003 -f 0,0006 + 0,00007 
= 645,98367. 

Vaeri petta i tylftakerfl, pa vaeri skriptin eins, en laesist kana 
ske pannig: 6 tylflir annarar stettar, 4 tylftir fyrstu stettar, sem 
eru tylftir, 5 einingar, 9 tdlflungar, 8 tolftungar annarar stfcttar, 
3 tolftungar pridju stSttar, 6 tolftungar fjordu stettar og 7 tolft- 
ungar fjordu stettar. En verid getur, a5 odrum pdknist a5 hafa 
n6fn pessi odruvfsi. 

t J)ri3ja dalki s£st, hvernig indexarnir fara minkandi fra n til 
n — 7. far ver5ur a n _ 2 hinn nf\ einingastafur kvdtans, pvfA 
er p& komidnidur i nullta veldi eda A = 1. J>essi dalkurgildir 
ekki nema i pvi serstaka tilfelli: n — r = 2. 

Fjordi dalkur kemur naest almenna forminu med pvf aS byrja 
4a n A n ~ r , og enda & o r _ 5 A"~" r , en samt er bann takmarkadur 
\ifl sSrstdk tilfelli. En skyldi hann vera alment gildandi og syna 
kv6tann, pa aetti kvotinn a5 byrja pannig : 

a n A»~< + a n-l A n -'- 1 + a n _,A n -*-* + « n _ 8 A»- r - 3 .... 

Indexarnir vid a fara minkandi, unz peir erustignir nidurfr; 
pa verdur f hinu almenna formi a5 kenna pa vid r ur pvf, unz 
peir em ordnir = og er pa einingastafur deilanda kominrt. 
Exponentarnir vid A byrja me8 n — r, halda svo dfram mink- 
andi, n — r — 1 eda (n — r) — 1, (n — r) — 2, (n — r) — 3*--«, pangad 
til subtrahendm i peim er ordinn = (n — r) eda me5 odrum ord- 
urn: pangad til exponent kemur, sem er (n — r) — (n — r) = 0; 
pa hverfur bdkstafurinn A f peim lid; er p& kominn eininga- 
stafur kvotans. Sidan kemur A aptur med negattfwn exponent- 
um — 1 , — 2,« • • • pangad til loksins kemur — r. Kv6tinn ver8- 
ur pa: 

15* 
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a n A»-' + a^^-'-V + a^A* -')-* + a n _ 3 A<*-'>~ 3 
•••• a r + a r _iA l + o r _2A— * •••• OqA— 1 - 

Einingastafurinn er vi5 deilingu t>essa fluttur fr& 0* scti til 
r u e5a breyttur fri o til f>, e5a fluttur um r s*ti, 6amber(165). 
£n nibtrahendu* I indexunum e&a sstisvisunum segir h&r til i 
brotinu, liver stafur brotsins hann (stafurinn) si, svo sera a r _ 3 
er annar stafur brotsins fri kommunni, og J)etta er, £anga8 til 
kominn er stafurinn a r _ r = a , sem er hinn seinasti stafur i 
brotinu og tOlunni. far & m6t synir allur tWix svo sem r— 2 
f a r ,_ 2 , a8 stafurinn s6 hinn (r — 2)** fri seinasta staf brotsins 
eda fr& a . f heilu tOlunni synir subtrdhendus i indexunum 
saetifl fri fyrsta staf t&lunnar svo sem a n _ 3 er hina annar fra 
fyrsta staf, sem heitir a nj en allur index n — 2 segir stafsins saeti 
fr& seinasta staf tdlunnar og brotsins me9. j>etta sest alt a tOl- 
unni, sem vir t6kum til deemis ( t>essumt61ulH)(17f) uppbaflega, 
sem var 

p = 64.598367, 
sem eptir deilinguna me5 q = A 6 = 10 B = 100O0O var5 

£ = 645,98367. 

Nefnum vir tolustafina me5 btikstGfum, verOa J)eir 

6 4 5, 9 8 3 6 7 
a T a 6 a 5 o 4 o s a 2 a x a 
o r+9 a t + x o r a r _ x a r _ 2 a r _ 3 a r _ 4 a r _ 5 . 

f heilu tftlunni kvdtans pyQir sf&ari addendus i uufccunum 
{jarlsegdina stafsins fr& hinnm n$a einingastaf, svo sem 2 1 a r +2, 
aO <* r +2 s * h* nn anna r til vinstri fr& einingastafnum nyja, en 
allur index r+2, a5 |>a8 sfe r+2 stafur talinn fra hinum forna 
einingastaf tOlunnar. Vilji menn kenna indexana vifl n, f)£ verB- 
ur a5 taka mismuninn 

n — r = c; 
tar af leiSir 

n=c+r=r+c 
og r = n — c. 

Eptir pessu ma gefa kvtitanum |>etta almenna iitlit: 
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o n A c + o^Ae-Mf a n _ 2 A c " 3 + a n _ 3 A c - 3 .... o n _ c + 
o„_ c _lA _1 + o n _ c _ 2 A- 2 + o n _ c _ 3 A- 8 --.-a A c -» == 

o a A c + «h.-lA -«+ a n _ 2 A«- 2 + a n _ 3 A°- 3 .•••a n _ c + 
aa-e-I^ -1 + «n-c-2 A_l — • «n- (c + r)A _(n ~ c) • 

En a n-(c+r) A_<n_c) er sama s em o n _ c _ r A _n + c = 

172. f nrest undanganganda tOluliS (171) gj0r5um v6r ra5 
fyrir n > r; en nii viljum ver setja, ad s6 n = r; ba er ekki 
porf & ad hafa ba5a bessa btikstafi, |jv£ sa eini gildir fyrir ba5a. 
Ver Dotum bvf einungis n. Brotid verBur ba: 

p _ q n A n + •o B _iA"- | + q n _ 2 A°- a + o n -3A n - 3 • 

9 A 11 

J>a verSur o n einingastafur kvdtans, en alt, sem a eptirkemur, 
er brot, og seinasti li5ur kvdtans verfiur a A— n . Eptir venju- 
legri skript stendur petta svo: 

p _ q n q p-l q n-2 q n-3 a a o 

Q ~~ A n 

S6 deilandi hinn sami sem i nsestundanganganda tolulifl, en 
divisor A 1 = 10 7 = 10000000, t>4 er: . 

p _ 645983 67 _ fi4 ,oQQ fi7 . 
q~ 70000000 ~ 6|«»8*«, 

og ber pessu saman vi5 (165) ogreglan fyrir deilingu medtuga- 
veldi U-tOluveldi) verOur su, a5 afskera me5 kommunni eins 
marga decimala sem null eru i divisor. Ver5ur J)&, pegar jafn- 
margir stafir eru i divisor og dividendus, einungis 1 stafur heill 
eda fyrir framan komrauna. 

173. t tdluliS (171) var gj6rt r45 fyrir n > r, og f (172) 
n = r. . Nu er \>& i pri^ja lagi a5 gjora ,r£5 fyrir n < ry.fea ver5ur 

En far n < r, |>& er eocponentinn n — r negatifur, verdur 



= q n, a n-l a n-2 a n-3 ' ' '"" a o< 
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p\i r — n positif start, og til a5 t&kna, aft exponentinn se ne- 
gatffur, J>4 mi skrifa — (r — n). Verflur svo kvdtinn: 

l>vf — (r — n) — n = — r + w — * = — r. 

far eft exponentinn i fyrsta lift fessa kv6ta er = — (r — »| 
og r > n, J)4 er hann negatifur, og a er £4 decimal. |>a er 
aft skofta, hvaft langt hann s6 M einingastaf kv6tans, par sem 
exponentinn vift A er = 0; J)aft eru eiomitt r — n ssti, e5a 
a n er |>& hion (r — n)« stafur fr& einiogastafnum efta fri komm- 
unni. Mill! kommunnar og stafsins a n verfta \)\i aft standa r — 
n — 1 null, svo aft o n verfti hinn (r — n)t* decimal frakomm- 
nnni. 

Vilji eg vita, hvafta index mundi verfta vift einingastaf kvdtans, 
]>& legg eg r — n vift n, og summan verftur n -\- (r — n) = 
n-{-r — n = r. f>aft J)y5ir, aft einingastafur kv6tans sfc o r efta 
hinn rti fr& enda tftlunnar hcegra megin. J>etta kemur saraan- 
vift (172), par sem jafnmargir staflr eru I deilanda sem deili. 
j>vf vantafti hfer ekki tOlustaQ framan vift deilanda, |>& sUedi 1 i 
divisor undir fyrsta staf deilanda, en nullin i divisor st&Oi undir 
hinum ftllum, eins og i dsminu (172). 

Eptir venjulegri skript stendur reikningurinn svo: 

-— — = 0,00....o n a ll _ l a Il _ 2 a Il .3- -ao 

S8 deilandi hinn sami sem ( naest undangangandi tftluliftum, en 
r = 10, svo aft A 1 = 10 10 = 10000000000, &4 vasri 
2- = 6 . 10 7 ~ 10 + 4 . 10«- 10 + 5 . 10 6 - 10 + 9 . 10 4 - 10 
+ 8 . 10 8 - 10 + 3 . 10 s - 10 + 6 . 10 1 — »• + 7 .10°-" 

= 6 . 10-( 10 - 7 ) + 4 . lO-l 1 *- 7 )- 1 + S . 10-( 10 - 7 )-* + 
9 . 10-(io-')-» + s . 10-(io-*)-« + 3 . 10-( 10 -'r 6 
+ 6 . 10-( l °- 7 )-« + 7 . 10— (*°— *)— 7 



J 
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= 6 . 10- 8 + i • 10- 8 - 1 + 5 . lO- 8 -* + 9 . 10- 8 - 8 
+ 8 . 10- 8 -* + 3 . 10- 8 - 8 + 6 . 10- 8 - 6 + 7 . 10- 8 - 7 

= 6 . 10- 8 + 4 . 10- 4 + 5 . 10-» + 9 . 10- 6 + 8 . 10~ 7 
+ 3 . 10- 8 + 6 . 10-* + 7 . 10- 10 

_7 . i . 5 . 9. 8.8.6 . 7_ 

= 0,006 + 0,0004 + 0,00005 + 0,000009 + 0,0000008 + 
0,00000003 + 0,000000006 + 0,0000000007 

- looSS " 0,0064598367. 

fegar skrifa skal tugaveldi 1 nefnara sta5 undir t6Iu, er haegast 
a5 skrifa l tft nulliS undir a i t61unni, og svo hvertaf 65ru, unz 
rta nulliS, sem i tugabroti lendir vi8 komrnuna, kemur undir 
<* r —\ ' tdlunni, n&i hun svo langt. Lendir £& a T i tugaveldinu, 
sem er 1 fyrir framan komrnuna i tugabroti. fetta kemur upp 
a sama og t>6 byrjuS vaeri talningin & a t} og £& enduS a stafn- 
um fyrir framan komrnuna, ef i tugabroti er, rfett eins og indcx- 
arnir eru taldir. 

174. Margfoldun tugabrots (A-tolubrots) me5 tugaveldi (A- 
tdluveldi) getur meO bdkstofum t&knazt feannig: 

-5- . A™ = ° 



n— m' 



A 

w JL- # A m = — — eptir (95): betta ma stytta me5 A m 
A n A n 

eptir (85); kemur — — , sem segir, a5 A-t51ubrot margfaldist 

A 

meS A-t6laveldi me5 J)vf a5 flytja komrnuna e8a einingastaBnn 
nm svo m6rg saeti til haegri, sem \e\A\sexponentinn m dkveflur. 
(fessi theoria e5a skoSun er eptir Adolph Steen, hin fyrri (165) 
eptir Ursin o. £L). 
D*mi. Broti5 f (137), 0,0064598367 - ^^g= Jj_ 

margfaldast meS 10 s eda 1000000 meS J)vi a5 flytja komrnuna 

um m = 6 reiti til haegri; kemur ■ a10 hq = -w = 6459,8367 

64598367 „. tn 8367 v ,,„..* a . r . . 

= 1000T =645 Vo-oo' 8arober < 165 )- Jn skrifast 1 al- 
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mennura brotum, meB J>ti afl skrifa fyrst tdluna a = 64598367 
og par undir n = 10 null, og 1 fyrir framan, en ( tugabrotum 
meS pv(, aB skrifa tftluna a, telja aptan af henni n = 10 stafi, 
og bstaviS nullum, ef par/, og selja svo kommuna. Med sama 
haetti skrifast - — — -= "p^ = -^ meB pvf aB setja komm- 

unu fyrir framan n — m, hir 10 — 6 = 4 stall, samber (173). 

175. Deiling A-tftlubrots meS A-t6luveldi t&knast pannig me0 
bdkstBfum : 

* A" = a 



A n A n ^" m 

f>etta flnst eptir (98) meB pvf aO margfalda nefnarann A n meB 
divisor A m ; kemur A n "i"" m . |>essi liking segir, a5 A- tolubrot 
dividerist meB A-tdluveldi A m meB pvf a5 flytja kommuna e9a 
einiogastaflnn urn svo m5rg saeti til vinstri, sem \e\d\sexponent- 
inn m akveBur. 

f>essi formula getur veriB innibundin f hinni fyrri f tolulid 
(174) meB pvf a5 gjflra m par negatifl, pvf ad deila met A m 

er sama sem a9 margfalda me9 = A—™. 

176. Samlagning ^-tolubrota getur Alitizt framfara eptir 
formulunni 

a b^_ = o + & * ii m "" n 

^ m A n ~ A m 
par sem m > n. Brotin gjftrast samnefnd. GeneraZnefnarinn 
getur veriB A m } pvi ^4 n gengur upp f A m } kvBtinn verBur A m ~ n . 

BrotiB mi p& halda sfcr. en hitt brotifl verBur a8 

A m ' A 11 

margfaldast f teljara og nefnara meB A m ~~ n , sem er brotlengj- 
arinn (92). bA m " u verBur pi hinn nyi teljari brotsins — . 



D«mi: 1000 



0,645 = T 
7 = - 1 

1,345 



6 46 
000 



1 

A* 



645 
700 



6 46 
1000 

TOO 
1000 



IMS 

1000* 
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ft 7 7 

HSr er — =— =- T r l . Oenerafaefnaririn A m — 1000.' 
A^ 1U iu 

^ = i m - n = -4 3 - 1 = A 2 = 100. Me5 pessu skal marg- 

7 
falda -~ ' teljara og nefnara. f>ad gjorist me5 {>vf a5 skrifa 

tvo null aptanvid 0,7, svo verdi 0,700. Sambef (165) og. (166). 

Formulan upphaflega f pessum tdlulid (176) segir f>vi : Baeta 

skal nullum aptan vifl {)a5 _4-tolubrot, sem hefir faerri decimalana 

(nefnilega ), unz baeSi hafa jafnmarga, og sidan adderatt 

a* : 

teljararnir. I fradragning gildir sarna regla. f>r4tt fyrir pessa 
skodun er pad dparfi ad gjSra . tugabrotin samnefnd, eda fylla 
J>au med nullum,- J>vf pad er eins haegt ad taka pau f sundur og 
leggja svo saman hverja sl^tt fyrir sig, eins og gjort var (165). 
f>annig er 1 daeminu i pessum tolulid (176): 

0,645 = ± + _±- + _ 5 



0,7 



10 l 100 ' 1000 
10 



1 ? 345 — — + -rrr- + 



10 ' 100 ' 1000 

= 1 +— 4- — + 5 

* TiaT -inn » 



10 ' 100 • 1000 

= 1,345. 
j>6 er pad ekki meiningin, ad skrifa skull alt petta, heldur ad 
eins bujgsa sfer pad, en skrifa einungis tugabrotin. 

177. Formulan fyrir ^-tdlubrota margfdldun er pdssi: 

a b ab 

A m ' A n ~ A m + n 
og parf hunenga utskyringu adra en komin er&dur it61ulid(168). 

178. Reglan fyrir deilingu -4-t51ubrota ligguriformtdunni: 

a 

a b T 

_____ . _ u ___________ 

A m • A n A m-n 

og m& med ordum uttalast pannig: Tdlanum skal deila fyrst An 
tillits til kommunnar, og afmarka ( kvtitanuro svo marga Jf-tdlu- 
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brotsataO, sem miamunurinn milli deflanda og deilis decimda- 
fjOlda ikveftnr. YerSi mismunurinn m — n negatffur, \>k skal 
beta nQllum viS kvitaon. 
SOnnun : 



\>k 



A m * A* 


= ^nT CpUr (98 ' 3) ' 




a 




a A n ab~ l T 
A m 6 = it 01 .!-- 11 A m - n ' 


a b 


a 
T 

A»-4l # 



B6kstafi m& i bdkslafabrotnm flytja ur nefnara upp i teljara, 

og up teljara ofan i nefnara, ef umbreytt er merki exponentsins 

aA n 
I hid gagnste&a. f>annig matti b&r f brotinu flytja i n 

A m b 
ofan i nefnarann roeS J>vl aS skrifa A~ D , og b ma flytja upp 1 

teljarann meO J>vf a5 skrifa ft— 1 . f>etta er likt brotstyttingu, e5a 

er deiling teljara og nefnara meft s6mu stsrS, Jwf 



aA n 



og 



A m ft 
a 



m— n 



A n = a 



b = aft - 1 aft— 1 



ft = A m ~ u A" 1 - 11 . 

f deilingarformuZtinfif fyrst i pesanm tftluliS er gjOrt ri5 fyrir, 

a8 kv6tinn -r verSi beil tala, en fea5 ber sjaldnast vi5. |>a9 

verSor |>& fyrat aS AkvarBa hann i tugabrotam og kommuna i 

honum, eptir s6mu * formulu, og stoan flytja hana til vinstri urn 

m — n reiti, eins og formulan segir. 

D»mi: 0,046 : 0,00762089; 

46 762089 

l>etta er ^ : — g-. 

Fyrst verOur aS deila 

46,000000000000 : 762089 
og er {>aS 

46000000000000 . 762089 

10" * 10°. 
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762089) 46000000000000 (60360404 
4572534 
2746600 
2286267 



4603330 
4572534 
3079600 
3048356 
3124400 
3048356 



76044. 
Aptan af feessum kvdta 60360404 verSur fyrst a5 skera 12 — 
stafi, kemur 0,000060360404 ; siSan verSur ad faera kommuna 
urn 3 — 8 reiti til vinstri, [>aS er urn 5 refti til haegri; kemur 
6,0360404. (Sko5anirnar (174) — (178) eru h6r um bit eptir 
Adolpk Steeri). 

179. AS gjdra alment brot a5 tagabroti (A-tolubroti). 
j>etta verkefni er raunar sama sem ad deila teljara me8 nefn- 
ara, og Idta kvdtann verda tugabrot, og bOfum vfcr viObaft fed 
a5fer5 (169) tvisvar, fear sem vSr deildum — ^Z og ~— ~. 

En brot er sama sem kunngjord deiling (79), hvort sem feafl er 
alment brot e5a tugabrot. En fe6 mi feessu s6 svona vari5, fed fearf 
betur a5 hugleida breytingu almenns brots f tugabrot. 

VSr gj5rum nu ra5 fyrir, a5 hi5 gefna almenna brot sd — , og 

aS fea5 s& fullstytt, fevf annars gildir ekki fea3, sem nii her eptir 

skal greina. Framvegis s& A kerfisumferOin i A-tolukerfi, sem er 

10 i tugakerB, og r exponentinn A-toluveldisins efla tugaveldis- 

ins, og N skal vera teljari A-tolubrotsins (tugabrotsins). j>d d 

ad verda 

JL = *L 
4 A r ; 



fed er: 



* Ar -« 



B8r geta fed ferju tilfelli fyrir komid, nefnilega: 
1. Frumgj5rendurnir ( nefnara almenna brotsins q sd somu sem 

i A. 
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2. AB t>eir si aSrir en i A. 

3. AB {>eir si baefii s6mu og lfka aBrir en 1 A. 

180. Ef frumgjOrendurnir i q eruhinir sSmu sem i* A^ t>4 
verSur N heil tala, og tugabrotifi fullnikvgemt og endanlcgt, pvi i 

gengur q upp 1 ^, ef r er tekiS ndgu stdrt. Setjum -4 = 

P? 1 P? 2 P? 9 • • • *, t>* verSur ^ = P^p^'pl** • • • •, en r verB- 
ur aB takazt svo st6rt, a5 exponentarnir ra^ ra 2 ro^ • • • • verBi 
annaBhvort jafnir efia staerri en exponentar sOmu frumtalna i g, 
Jl&geta exponentarnir I divisor dregiztfrA iffporttnlunum fdtvi- 
dendus (63, 4), An J)ess aB mismunurinn verBi negatifur. Deci- 
malarnir verBa pd svo margir, sem hinn staerri e5a staersti ex- 
ponent frumtalnanna i q. Samber (145), hvaB tugabrotia ahraerir, 
en (160J5), hvaB 611 A-t61ubrot snertir. t praxis (framkveemdinni) 
verBur \>6 drjugust su aBferB, sem hBfB var (169), aB sm&baeta 
nullum aptan viB dividendus, sem er teljarinn, eptir sem & fearf 
a& halda, og setja kommuna fyrir framan eins marga stafi, sem 
nullum var \idbaett. 

Daemi : 3476 

15625 

« 

15625) 3476,0 (222464 
3125 
35100 
31250 



38500 

3125 
72500 
62500 
100000 
93750 



62500 

62500. 
Her er 6 nullum viSbsett; bess vegna eru 6 decimalar, og 
brotid = 0,222464. Nu er 15625 = 5» = 2°. 5 8 og sterri 
exponentinn er 6, og bess ?egna ejga einnig iedmdlarnir a8 
vera 6. 
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17 
2. daemi: ^r. Hir ma skera millin aptan af nefnaranum ( 

brid; p6 verdur ad telja pau med, pegar komman skal setjast: 
6|00) 17,0 
3,4. 

Hfer vard einu nulli vi5 a5 baeta, svo upp gengi deilingin me5 
5, og var5 kvotinn pa 3,4. En svo verdur a5 minnast nullanna, 
sem afskorin voru, og peirra vegna faera kommuna urn tvo reiti 
til vinstri, eins og deila eetti me5 100 eptir (175); verdur brotid 
0,034. Her var lika deilirinn 500, e5a nefnari almenna brotsins 
500 = 2 2 . 5 s ; par er staerri exponentinn 3 og pess vegna eiga 
her a5 vera 3 tugabrotstafir.- 

Skoda md petta verk nokkud a annan veg, ad gjora alment 
brot a5 tugabroti. f>ad mk skoda pad sera nokkurs konar brot- 
lengingu (84), pannig ad binn nyi nefnari verdi tugaveldi. En 
brotlengjarinn (92) verdur ad finnast med pvi ad deiia tugaveldi 
med nefnara almenna brotsins. f>etta lukkast slid algjOrlega, 
begar frumtolurnar f nefnara almenna brotsins — eru ekki adr- 

ar en 2 og 5, pvi pa ganga peer aetid upp i einhverju tugaveldi. 
1 fyrra daeminu i pessum tolulid var nefnarinn 15625 = 5 6 . 
j>ettagengur upp i 10 6 = 2 6 . 5 6 og kvotinn er 2 6 . Brotlengj- 
arinir er p& 2 6 == 2 . 2 . 2 . 2 . 2 . 2 = 8 . 8 = 64. £4 er 

_»«L^i = 22246 * = o 222464 
15625 . 64 1000000 ",^<io*. 

181. Ef frumgjorendurnir i q eru adrir en f A, pa gengur 

vA T 
aldrei upp deilingin , og tugabrotid verdur ekki n&kvaemt, held- 

ur med nalgun nalaegt. Ad aldrei gangi upp, eraudsaettaf (134), 
par frumgjdrendurnir eru ymislegir i p og q, par pessar tdlur eru 

frumtolur sin & milli, eda brotid — fullstytt. SOmuleidis eru q 

og A r dsammaeldar, eins og gefld er, og 6ama verdur hvad radrg- 
um nullum sem baett er vid dividend™, pvf aldrei koma neinir nyir 
factarar fyfir pad, heldur alt af hinir sdmu, nefnilega factorarnir 
i A, sem \ tugabrotunum eru 2 og 5. Samt verdur tugabrotid 
pvi naer binu rfetta, sem decimalar takast fleiri i kvotann, pvf 
skakkinn verdur minni en 1 eining, sem sejnasti decimal eda 
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it-tftlobroUstafar telur, nefnilega < — ef stafurinn er hinn n tj 

A* 
^-tOlubrolsstafar. 

Dami : ,V 

21) 4,0 (190476190476 
21 
190 
189 



100 
84 



160 
147 



130 
126 



40 
21 



190 
189 



100 
84 



160 
147 



130 

126 

4. 

Eios og ASur er sag!, sJst her, a5 aldrei gengur upp, pvi alt 
af koma leifar, sem komiS hafa afiur, og feegar nidur til t>eirra 
er fart null, kemur sami kvotaslafur, sem komid heflr a5ur. 
[Kinnig koma aptur og aptur somu sferdeilendur (60), og soma 
kvritastuflr i rOA hioir sdmu sem a5ur, og mynda |>annig um- 
fcrOir (j*riWas\ og brotin, sem panuig era, kallast periodisk 
tugabrol (uniferdarbrol). 

futla brol t \ gefur >i lugabrot 

0,190476190476190476190476190476 

I'll aO Ukoa |>essi umferftaibrot stultlega, skrifa sumir um- 
torAina ekki nema einu sinoi, og pi stryk upp yfir henni, syo 
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Og er petta 6-stofud umferS. Frumtdlur nefnarans i brotinu 7 4 T 
eru 3 og 7 og teljarans 2 og 2. f>egar nu petta brot margfaldast 
med A = 10 = 2 . 5, f hvada veldi sem er, pei ver5ur pad: 
(2 . 2) (2 . 5) (2 ,i)12. 5) - • * 
3 . 7 
og er pad audsjaanlegt eptir (134), a5 factorarnir 3 og 7 ganga 
aldrei upp i dividendus, hvad opt sem par baetast vi5 factorarnir 
2 og 5, med J>vf a5 skrifa null aptan vid hann. 

Aldrei getur periodus or5i5 stafafleiri en divisor — 1 hefir i 
ser einingar. J>v£ pegar deilt er med divisor, pa er aeti'5 afgang- 
urinn latinn vera minni en hann. far geta pvi aldrei framkomid 
fleiri misst6rir afgangar heldur en = divisor — 1 . Setjum til d«mis, 
ad divisor vaeri 7, pa geta ekki adrir afgangar ordid en 1, 2,3, 
4, 5, 6; pvf ef 7 yr5i afgangur, pd vaeri & peim sta5 divisor 
hafdur of faum sinnum i serdeilanda. far nu ekki veltur & odr- 
um tolum misstorum en pessum 6, p& getur ekki lengra millibil ord- 
id, unz einn og hinn sami afgangur aptur kemur, en i mesta lagi 
6 deilingar. Daemi, sem synir afgangana, pa deilt er med 7 : 

3 2 6 4 5 13 

7 ) 10000000 
1428571. 
Her eru afgangarnir skrifadir fyrir ofan eins og ( (59). Eptir 
6 deilingar kemur her aptur afgangurinn 3. 

Baedi l pessum periodishu tugabrotum og odrum, sem hafa 
marga decimala, m& nota ad eins svo marga dtcimala sem 
vill, en sleppa binum, sem & eptir koma, alt eptir pvf sem 
reikningurinn parf ad vera nakvaemur, fad er heegt vid hvern 
decimalafjoldann ad sja, hvad st6r skakkinn muni vera, er rfs 
af hinum sleptu decimolum, t. d. ef teknir eru 5 decimalar 
(n = 5), en binum slept, sem & eptir koma 

0,00000, 
pci skakkar ekki urn 1 hundradpusundasta part ur einingunni 

= Y heldur um m millitfnustu parta lirhenni ( — 

10 n 10V M0 n + l 

= — ). fad getor p6 ordid, ef hinn fyrsti slepti stafur erstdr, 

svo sem 6, 7, 8, 9, t. d. skakkinn verdi 9 af pessum millidnustu 

9 
pOrtum -r^Q, og pa er pad neerri 1 hundradpiisundasti partur 
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-r--rg, Bern skakkar. f»etta fyrirbyggja menn meS J>v£ a5 auka 

seinasta staflnn, gem haldinn verdur, urn 1, ef menn vita, aS 

hinn fyrsti burtkastadi stafur er 5 e5a fear yflr, t. d. vilji eg i 

brotinu 

fi = 0,190476.19- ••• 

einungis nota 4 decimala pess 

0,1904, 

en si, ad ntesli stafur er st6r, nefnilega 7, {)& eyk eg seinasta 

staflnn, sem eg tek, nefnilega 4, urn 1, og 1st bann vera 5, 

fcannfg : 

0,1905, 

))v( t>& er skakkinn minni, en ef eg 1st hann vera 4, \)\i 

0,1904 = 0,19040 

0,19047 = 0,19047 

0,1905 = 0,19050. 

H6r sj&um v&r, a5 midbrotid er hiO rMtasta, efsta brotid vant- 

ar 7 hundra&piisundustu parta, en hid nedsta er of stort um 3 

huhdrad[)usundustu parla. f>egar eg vil komast sem naest 47, 

J)4 er m$r betra ad bafa 50, heldur en 40. Med pessu moti ad 

auka seinasta staflnn, fegar hinn fyrsti slepti er stor, avinna 

menn ^ad, ad skakkinn verdur aldrei meiri en \ eining ^ess 

stafs, sem haldinn er, o: — . . fcegar eg reikna med 4 

' 2 10 n 

tugabrotsstdfum, t>& reikna eg f tiuj>usundustu pdrtum, og pegar 
eg 1st petta brot vera 0,1905, verdur skakkinn minni en £ tfu- 
Jnisundasti partur. Ysri nti hinn fyrsti slepti stafur 5, ])& gildir 
einu, hvort eg eyk seinasta haldna stafinn eda ekki, pvf 5 er J>& 
k takmdrkunum eda i midjunni.' f>6 ef einhverjir adrir stafir ea 
null koma eptir 5, [)a er betra ad auka haldna staflnn, Jw J>a 
er ad varast ad sleppa meira en helmingi stafs einingarinnar. 

182. Nu viljum v&r hafa adra adfeHJ til ad gjdra j>au al- 
mennu brot ad tugabroti, er hafa nefnarann dshmmaeldan 10. 
VSr viljum samt hafa brotlengingaraWerdina ogdeita (10 y — 1)== 
999---- med nefnaranum, samber (160, 6) og (159). H6r er 
q = 3 . 7 = 21, sem & ad ganga upp f'(10*— 1) ==999'---, 
og mi cins taka 9 hvad eptir annad, 31ns og 0. 



241 



21)99 (4761904 
84 

159 
147 



129 
126 



39 

11 
189 

189 

099 
84 

f>egar komnir voru kvotastafirnir 47619, {>& gekk h&rupp, svo 
47619 er brotlengjarinn ; pess vegna 

4 .47619 190476 

21. 47619 999999. 

Teljari t>essa nyja brots er {>& periodus tugabrotsins. 

183. AS t>annig fenginn teljari s& periodic tugabrotsins, 
saura v6r i nsestundanganganda tdlulid einuDgis af fvi, ad hon- 
um ber saman vi5 fy&periodus, sem tugabrotid i (181) heflr. En 
nii viijum v6r Banna £ad me5 55ru m6ti. 

VSr rekjum til bess broti5 1 sundur 1 $eries me5 

A r — 1 

deilingu, t>annig: 



A<-1) 1 fcr + j. +^r 



• • • • 



A r 



- + 



1 






A\ 






1 




i 


ji r 


+ 


A" 


1 






A ar 






1 




1 


A* r 




A 8t 


— 


+ 





1 

A"' 16 
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j>etta verSur dendanleg seria 

1 -U' 4. ! 4. * 4- l 

^^^^g ^m«b» Ma ^^^m^^^m a^« ^^m^m ^^^^» ^^m^» M^M «^w^ 



A r — 1 A r A" A* A a A* 

L&tum nii A 1 vera tugaveldi meS eins rnOrgum nullum, sem 9 

190476 

era margtr skrifadir ( nefnara lengda brotsins m999 ; fcess vegna 

= 1000000; t>& verdur stardin vinstra megin vid jafnadarmerkid 

1 J 

1000000 — 1 = 10 6 — 1 

og J>688i series, [>ar r = 6, 

J. L , JL , ± . 

10 6 — 1 — 10 8 " r 10 l * "*" 10 18 " 1 » 

frafl er 

_j L± JL4..L4. 

999999 — 10 6 "*" io l » "*" 10 18 •*-/••' 

Skrifum vfer fiessa series I tugabrotsliki, kemur: 
_L_ „ 0,00000100000100000! ••••, 
jer sftst A samlagniogu tugabrota, 

w jig. = 0,000001 
j~ = 0,000000000001 

~ = 0,000000000000000001 0. s. frv. 
lO 18 

Nu van tar ekki annad til ad fullgjCra brotid vinstra megin, en 
ad roargfalda badum megin vi5 jafnadarmeTkid me5 lengda brots 
teljaranum 190,476; kcmur 

JJg^J = 0,190476190476190476190476190476 

og er|)a periodiska tugabrotid komid med sinni periodus 190476. 

4 

= 0,190476; Jess vegna er ^7 — 0,i90476. 

fannig m& snua 511um brotum, sem hafa nefnara 6sammaeld- 
an med 10, I periodiskt tugabrot, einungis eptir (182), &n t>ess 
ad skipta sir nokkurn hlut af (183), pvf t>egar teljari lengda 
brotsins er fenginn, t>& er alt periodiska tugabrotid fengid. 
Hinn (183) tdlulidur er einungis til ad sanna, ad teljari lengda 
brotsins 1 si periodus tugabrotsins. 
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184. Nii er eptirafi huglaiSahifi feridja tilfelli, sem talM var 

i (179), nefnilega, a5 nokkrir frumgjdrendur i q gaDgi upp i A, en aBrir 

vA T 
ekki. j>a gengur deilingia - — aldrei upp, og tugabrotiB verBur 

6endanlegt, og ad sflnnu periodiskt, en periodurnar byrja ekki 
strax vid komrauna, beldur koma nokkrir tflustafir 45ur, og ^afl 
eins margir, sem staerri expbnentinn vi5 2 og 5 I nefnaranum 
q hefir i sfcr einingar eptir (180). |>essi tugabrot kallast ])&ekki 
lengur periodish, beldur h&\f- per iodisk (d ddnsku ufuldkommcn 
etter blandet priodiske). f>essi h&lf-periodisku eda hdlf-um- 
ferSabrot m& eins finna og bin fyrri me5 J)vi a5 deila teljara rae5 

nefnara. 

r. •. 8 8 

Damn: ^ = rr ^ 

|>ar 3 er ekki factor i 10, t>& gjdrir s& factor nefnarans, aS 

aldrei gengur upp, og par exponentinn viS 5 er 2, [>4 verSa 2 

stafir, sem koma eptir kommuna, 45ur en periodurnar byrja. 

75) 8,0 (0,10666 

75 

500 
450 



500 
450 



500 
450 



50. 
£etta tugabrot verBur 0,1066666 •••• og periodan er einstOfuB, 

nefnilega 6. 

2. Daemi: 



296 2* • 37. 

296) 19,00) 0,064189 .'. . .' 
1776 

1240 
1184 

560 
296 

2640 
2368 

2720 
2664 

56. 



16' 
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Hir er komin sama leif = 56, sem koraift be&r Aftur, og er 
paft merki til, aft ptriodurnar byrja, svo brotift verftur h&lfperto- 
d<slc< = 0,064*185. Periodurnar eru 3stafa5ar og undangangandi 
staBrnir eru prir. |>etta gatum vir se& fyrirfram, J>vf, a5 perio- 
durnar eru prfstafaftar, leiftir af pvf, aft 37 gengur upp i 999, 
efta er g* (146), en aft undangangandi stafiroir eru prfr, af ear- 
joorMiiantim vift 2, eptir (180). 

185. Bafa m& brotlengingaraftferftina ( pessu priOja tilfelli, 
eins og f hinu ftftru; en bun er miklu lengri en ^essf, sem v£r 
hftfftum 1 (184). Nefnararnir i pessum brotum ganga nii ekkl 
upp f (10* — 1), heldur upp f tftlu (10* — 1)1 X , sem skrifast 
meft nokkrum 9999 • • • • og nullum far i eptir. Nullin eru x, 
efta eins mftrg og staerri visirinn vift 2 og 5, eins og segir i 
(160, 7), en hitt verftur drjugast meft tilrannum aft Anna y, efta 
upp i hvaft roftrgum 9 product hinna annara frumtalna nefnarans 
gengur. far aptan vift verftur aft skrifa pau x null og deila peirri 

tftlu (10 7 — l)10 x meft forna nefnaranum q. |>d er fenginn 
brotlengjarinn = 6, og margfaldast meft honum teljarinn ; kemur 

to 

pb. Hinn nyi teljari pb deilist sfftan meft (10? — 1) = 99 ; 

kemur blandin tala B efta brot. Teljarinn ( peirri bldndnu toju 
efta broti verftur periodw, og verftur aft fylla hana meft nullum, ef 
hun er ekki y toluslaGr efta eins stafamftrg, sem nefnarinn 99- - • •. 
Ma p& skrifa beilu toluna, ef nokkur var, i B fyrir framan perio- 
durnar meft kommu & miili, og loksins faera pa kommu urn x 
reiti, efta svo marga reiti til vinslri, sem nullin voru mftrg aptan 

vift 99 • • • •; er pa M\fperiodiska tugabrotift fengift. Tokum fyrra 

8 8 

daemift i (184), nefnilega ^ = n—^; W vitum vfcr, aft 3 ganga 

upp i einura 9, er pa y = 1, og exponentinn vift 5 boftar tvo 
null aptan vift pa 9; er p& a? =» 2. Nefnarinn verftur pa 900. 
J>& vitum ver, aft gamli nefnarinn 75 gengur upp I 900 eptir 

formulunni (10* — 1) 10 x . Eg deili pa 900 : 75, og to 12 = 
by sem er brotlengjarinn, pa 

2* = J!.ii? _ iL = 96 
g& — 75.12 — 900 — 9. 100. 

fessa 100 tek eg fra um stund, en deiii 
96 _ 10 6 _ 
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J>essir 6 i broti kvdtans er periodus, bvf series (183) gefur 
1 = 1 a. J_j__L a. .... 

1 A • 1 A« I f A3 1 



10* — 1 10 '10* ' 10 8 

e&a y = 0,11111 .... 
og begar ba9 er margfaldaO me5 6, kemur 

-J- = 0,666666 ••• • 

g 10} = 10,6666 .».«y«R 

En fear 100 var undandregid iir nefnaranura, verSur nu aptur a5 

deila me5 100 (58*, 2), med J)vf ad fara komrauna urn 2 reiii 

til vinstri (175); kemur {>& 

^ = 0,106666666 

eins og i (184). 

5 5 5 

2. Daemi: 1M" ^ 8TT3 " ^TIT. 

2 er factor i 10, og exponcntinn vi5 2 er h&r 3; J>& er a: = 3 

f staerfiinni (10 y — 1)10*. En y verfiur a5 flonast me5 Jtessari 

deilingu : 

13) 999.999 
7 6 92 3. 

H&r gengur ekki fyrri upp, en bui5 er 6 sinnum ad taka 9; y 
er J>vf = 6. Formulan fyrir staerdinni, sem nefnarinn 104 
gengur upp f, verSur t>& (10 6 — 1)10 8 , t>aO er 999999000. fc& 
deili eg fevf me5 104: 

104 ) 99999 9000 (9615375 
639 



159 



559 



390 



780 



520 



0. 

Bit eru allir fr&dragarnir undanfeldir til a5 spara rumifi. Brot- 
lengjarinn b er J>4 == 9615375. Me5 honum margfaldast teljar- 
ino 5; kemur 48076875, sem er nyi teljarinn, svo hi5 n/ja 
brot verSur: 
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48076875 



999999000. 
Her undanfelli eg niillin am stand, en deili teljaranam meS 

999999, sem er (10' — 1). 

999999) 48076875 (48„J$$3J = B 
3999996 
8076915 
7999992 



76923. 
Teljsrira ( pessari bUtodna tola er periodvt tugabrotsias eplir 
$tie$ i (163), en verSur a8 setja eitt Iranian vltt 76923, svo 
verSi 076923, bW y = -6 beimtar 6 stafl i periodtu. Framan 
vi5 betta a nu ad setja heilu tOluna ur B; kemar 
B = 48,076923076923076923. 
Loksins ferist komman um 3 retti til vinstri vegna hinnaund- 
anfeldu briggja nulla 1 deilingunni; kemur pa 

j|j- = 0,048076923076923076923076923 

19 19 
3. dsnii: Nii tOkum ver hifi annaB daemi (184), nl. j— -= rj-rr 

J>ar 2 er factor I 10, og exponentinn er 3, ba er * = 3 i 
stsrBinni (10 7 — 1) 10 x ; (160, 7). En y verSur aft finnastmeS 
deilingu. 

37) 999 (27 
74 
259 
259. 

Her gengar upp, begar btiiS er aS taka brenna 9, bess vegna 
y = 3, ba er eptir formiuhmni (10 8 — 1) 10", sem 296 = 2 3 . 37 
a aO ganga upp f. bess vegna 
296) 999000 (3375 
888 
1110 
888 
3220 
2072 
1480 
1480 
0. 
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p& er brotlengjarinn b = 3375, og med~ honum margfaldast 

teljari hins fyrirsetta brots 19; kemur 64125 = pMvo hid lengda 

brot verdur 

pb ^ 64125 

qb ~ 999000. 
H&r sleppi eg niillunura um stund, en deili 64125 med 999. 

999)64125 (64-J— « B 
5994 



4185 

3996 

189. 

f>a er periodus 189, og prfstdfud eins og bun & a5 vera; 

fess vegna 

5 = 64,189189189189- ••• 

Loksins faerist komroan um 3 reiii til vinstri, par a? = 3; kemur 

Jl = 0,064189189189189 

4. daemi, par sem heilu toluna ( B yantar. 

— =±* JL 

45 9.5. 

H6r er 5 factor i 10 og t>aS er 5 1 , svo (10^ — 1) 10 x = (10? 
— 1) 10 1 . En til ad finna y, verdur ad deila 9 me5 9, og pad 
gengur upp, svo formulan verdur (10 1 — 1) 10 l =90. j>& segir 
bun, ad 45 gangi upp f 90, og pad vissum ver ddur. Nu er 45 
1 90 2svar,,svo brotlengjarinn b er = 2; ogmed bonum marg- 
faldast teljari hins fyrirsetta brots, 1, og 

qb = 90 
er bid lengda brot. NulliS ur 90 tekst fra um stund. 

9) 2 (0| 





2 

og 2 er^periodus eptir series (183), svo er pd 

B = 0,222222...- 
Hftr er heila talan i B = 0, og nii faerist komman um 1 reit 
til vinstri, svo verdut 

-~ — 0,0222222 
og kemur petta heim vifl hina styttri adferdina ad deila 1 med 4 5. 
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186. Vir hftfum mi dvaliS lengi v!5 Jtessa aBferB, J>6 hda 
si f pra^w (framkvaerodlnni) ekkl nerri eins hseg, gem bin 48ur- 
sagBa. I>a5 gjBrBum vir vegna pess, aB pessi theoria (skoBtm) 
synir betur eOli talnanna, og hvernig 4 pvf stendur, a5 tuga- 
brot, sem ur almennum brotum koma, flokka sig f ]>rj4r deildir, 
par sem fyrsta deildin innibindur i sir t>au tugabrot, sem factor- 
arnir i 10, nefnilega 2 og 5, einsamlir af sir gefa (tugakerfinu, 
og pan era 611 endanleg, og bafa i sir eins marga stafl, sem 
starri exponentinn vifl 2 eSa 5 AkveBur, eptir (180). Hin 6nnur 
deild heflr i sir )>au tugabrot, sem aSrir faetorar af sir gefa, 
og sem aldrci ganga upp i neinu tugaveldi (128), (134), beldur 
J t6mum niundum 9999 • • • eptir Fermats thtoremi og J>vi fylgj- 
andi setningum (158), (159). Din priBja deild tugabrota hefir i 
sir )>au brot, sem bvorki koma af factorunum 2 og 5 einsoml- 
um, og heldur ekki af BBrum einsdmlom , heldnr af hvorum- 
tveggju sameinuOum, ganga svo |>eir nefnarar upp i tolu, sem 
er sarosett bceSi af nfundum og nullum, f b&Bum siBari deild- 
unum ver8a tugabrotin dendanleg, vegna Jess a8 aldrei upp- 
gengur, eBa vegna pess a8 nfundirnar 9999 •••• era = 10000 
.... — i e 8a tugaveldi a8 afnumnum 1 ; en kvtitinn ver8ur pa 
bin dendanlega series i (183). Enn framar ver8ur paB af fram- 
anskrifa8ri lOngu adferS ljdst, hvernig & undangangandi stdfun- 
um stendur, sem ganga 4 undan periodunum. f>eir koma nefni- 
lega af heilu tOlunni I B, og nullum peim, sem undanfeld vora 
f deilingunni, en baett upp aptur meB pvf aS faera kommnna til 
vinstri, og er paB ny deiling, sem gjorir paB a8 verkum, a5 
periodurnar pokast til hsgri. Hir tdlum vir einkanlega um 
tugakerflB ; en ut af sOrou hdfuB-eiginlegleikum geta J>eir, sem 
vilja, fundiB, hvernig petta kann a8 breytast I hinum BBrum tdlu- 
kerfum. 



187. j>a8 kallast fullkomnar periodur, pegar 10 s — IbO 
(mod. q) og s, e8a stafafjBldinn i periodus, er «■ q — 1. En 
paB er merkilegt viB sumar periodur yfir hdftiS, og einkum per, 

sem langar eru, a8 pegar buiB er aB fa perioduna af — , pa 

parf ei aB neyta margfdldunar til aB flnna . f>6 er paB me5 

pvi mdti, aB multiplicator si leif peirrar periodu. TA pess er 
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ei 6hentugt a5 hafa uppsetningarmita Ramusar (153) og (155). 
Til daemis: Periodan viB 7 er fullkomin, J>vf $ = q — 1=7 
— 1 = 6. Sefjum ver p& pannig upp: 

m = 1 2 3 4 5 6 
r = 1, r m = 3 2 6 4 5 I 

— 2-y — = 14 2 8 5 7, 
p& er 

| = 0,142857, 

sem stendur f kvotalinunni. Vilji eg hafa J)etta brot 2falda8, 
leita egad leifinni 2 i miSKnunni, tek svo kvdtann, semafhenni 
lOfaldri faest f nedstu Ifnu einu saeti naer haegri hendf, par standa 
einnig 2. Me5 peim tdlustaf byrja eg perioduna, og held par 
&fram fit perioduna, og pegar stafirnir prjtita haegra megin, byrja 
eg vinstra megin, og fa 

\ = 0,2857U. 

Vilji eg 3falda, byrja eg & kvtitanum haegra megin vi5 leiflna 
3, og par slanda 4, pa fae eg 

f = 0,428571. 

f>annig faest einnig: 

$ = 0,571428. 

188. f>egar nota skal pessa a5fer8, sem i (187) var synd, 
pi vantar opt ymsar tolur ( leifarnar, sem teljararnir krefja. 
j>ess vegna hafa sumar tolur, er i nefnara stad standa, tvaer eda 
fleiri periodur. J>etta & ser stad hj& hinum 6fullkomnu period- 
urn; pvf hinar fullkomnu taka altar leifar, sem minnl eru en 
divisor. fetta m& t. d. sja & tolunni 13, sem reiknast verSur 
me5 tveimur periodum, pannig : 

in = 1 2 3 4 5 6 
*o = *> r m = 10 9 12 3 * * 
-5^ = 7 6 9 2 3. 

Id 

j>ar af faest : 

T | = 0,076923 x| = 0,230769 T f = 0,307692 
xf — 0,692307 \$ = 0,769230 |f = 0,923076. 

Hir vantar teljarana 2, 5, 6, 7, 8, 1 1 ; p& md taka hvera peirra 
sem vill fyrir r , svo sem ef v6r tdkum 2, pi er 
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m «= 1 2 3 4 5 6 

«V> — 2, r m — 7 5 11 6 8 2 

^°- - 1 5 3 8 4 6. 
Hir af test : 

T J = 0,163846 if •*" 0,584616 T f =*= 0,461638 



_I ^- . - ■ ■ 8 -TTTTTT 1* 



lJ = 0,638461 Yf = 0,616384 7J = 0,846163. 

Sama er, ef vir tdkum r a = 5, pannig: 

m — 1 2 3 4 & 6 
r =* 5, r m = 11 6 8 2 7 5 

m * ■ = 3 8 4 6 15. 

Leifarnar r m m& einnig Anna i pessum siSari aSferSum me5 |>y{, a5 

margfalda leifarnar, sem koma af r = 1, me52e8a5, nefnilega: 

1.2 = 2 (mod. 13) 10 . 2 = 7 (mod. 13) o. 8. fry. 

og 1.5 = 5 (mod. 13) 10 . 5 es 11 (mod. 13) o. 8. fry. 

189. i tOlulld (157) var g^nt samband milli modulanna g 
og h, og a5 J>egar haldiS vaeri &fram deilingunni til hins tvofalda 
index, \>h keemi sOmu leifar 6fugar, en kvdtarnir ur fyrra og sffl- 
ara helmingi umfer5anna fyltu 9. f>etta framsetur Ifamus f 
setningu her urn bil feannig: fegar q er frumtala ftnnur en 

2 og 5, og bid dstyttanlega brot — gefur periodu me5 s t5lu- 

stdfum og $ er j6fn tala = 2n, efla periodan heBr feessa mynd : 

])& er, hva8 tSlustafina f periodus snertir: 

einnig bva5 leifarnar snertir: 
" 9 = ^i+»'n+l = f a+M- 2 =r 3+ r n+3 •••• = * + r 2n . 

Her er gefid: 

10 2n = 1 (mod. j), 
J)vi feegar buid er ad baeta smamsaman 2n nullum vi5 r , sem 
var = 1 , {)& kemur eptir 2n deilingar aptur leif r 2n = 1 ; sam- 
ber dmnia q = 7 og j «= 13 1 tdiuliSunum (187) og (188). 
Flytjum 1 yflr am con^ruensmerkiS raeO mmws; kemur: 



251 
10 u2 — 1 ate (mod q). 

En 10 2n — 1 =(10 n — 1X10" + 1) eptir (54, D); pessvegna: 

(10 n — l)(10 n + 1) S3 (mod. q). 

j»etta segir, a5 q gangi upp i (10° — 1)(10" + 1); en upp I 

10 n — 1 gengur q ekki, par » = 2n er bin leegsta tala fyrir 

ofan 1, sem gefur 10 s — 1 ss (mod. q). 

{Samber daemin 7 og 13. 10 n « 10 s , 10 8 — 1 — • 1000 

— 1 = 999. 

k am sit 

7), 999 13) 99 9 



99 1 
7 6 J" 
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En fear q gengur ekki upp i feessum factor 10 n — 1, en & fed 

afiganga upp i produetinu (10 u — l)(lO n + 1), I>a verfur q a5 

ganga upp i hinum factornum 10 n + 1, eptir (117), (118). 
[Samber daemin: 

3 2 9 

7) 1001 13) 1001 



-I 
77J 
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fess vegna: 

10 n + 1 = (mod. q) 
e5a, me5 f>vi a5 flytja 1 yflr um me5 minus, 

10 n = — 1 (mod. 0). 
En vi5 feessar congruentiur er |)aS leyfilegt, a8 baeta heilum mo- 
dulus inn i feaer, einnig taka hann burtu (104). f>ess vegna me5 
l>vi ad bteta 4 inn i, ver5ur 

10* 3= g — 1 (mod. 5). 

f>essi samsvaran margfaldast me5 10 t (110); kemur: 

10 n+t e= 10*(« — 1) (mod. q). 
En t fyOir 0, 1, 2, 3 • ••• annaShvort frit upphafl, ellegar eptir 
n deilingar e5a vi5baett null. H6r af leidir fea : 

10 u+t a 10*g — 10* (mod. g). 
Hfcr m& nu burtkippa 10*g; kemur 

10 n + t = — 10* (mod. q). 
j>ettama margfalda me5 te{jara&ftm p, sem m&verahYaSa tala sem vill: 

pl0 n +* ss — plO* (mod. g). 
fetta gildir einnig, J>egar r ekki er litid vera «= 1 , eins og 
gjdrt var i (188). 
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Hinar minstu leifar pessara talna, e8a peirra residua minima, 
?er5a r n _j« t og r t , og t>ess vegna verSur con?rutrtftan 

H6r bstist inn heill modulus, til t>ess a8 residuit heegra megin 
ekki verfli negatift; kemur 

r n + t sag — r t (mod, g). 

En J>etta J>arf ekki aft skrifast sem congrucntia, beldor mi 
t>a5 einnig vera liking 

•n+t — 2 — r t, 
t>vf t6lnrnar geta veriS alveg 4kvar5a8ar, feegar tekin eru residua 



minima. 



[TOkum ( ofanskrifufiu daemi mefi deilinam 7 tfiluna t = 1, 
en !>ar er n = 3; £4 er 10 n +* = 10*= 10000 og 10* = 
10 1 — 10, en p 14tum vfcr vera = 1 ; J)4 verdur eptir js>10 n +* 

™ — plO* (mod. q). 

10*= — 10 (mod. 7). 
Deilura nu b45um leifunum med 7 ogtftkum minstu leifarnar, 
sem ekki yfirganga modulus (104), \)6 ekki sd hinar allraminstu 
leifar, sem ekki yfirstfga hinn b41fa modulus. 

7 )10000 7) — 10 (— 1 

1428. — 7 

+ 



— 3. 
Hin fyrri Iei6n er hir + 4, en hin siflari — 3. |>»r eru, 
eins og allir sj4, ekki jafnar, en eongruentes eru jrar J)6, ]>vi 
hfcr m&tti eips vel f siflari deilingunni taka kv6tann — - 2, feannig: 
7) — 10 (— 2 
— 14 

• » 

_± 

+ 4. 
fessi leif gat einnig fundizt mefl [>vf ad baeta modulus viS leif- 
ina — 3, fevf — 3 + 7 = + 4, eins og gj6rt var i congru- 
entiunni 

r n +t s * — r t M» 0)- 
Nu eru £4 leifarnar ekki einungis samsvarandi, heldur og einnig 
jafnar, 4 = 4; j)ess vegna mi £a5 vera sannleikur: 

r n+t — <1 — r% ]• 
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Congruentian 

r Q 4. t = — r t (mod. q) 

gat ekki veri5 liking, vegna pess a9 jatandi staerS getar ekki 
veriS jofo neitandi staerS, pegar b45ir bdkstafirnir r n + t og r t 
eru jatandi staer5ir, sem h8r heflr staS, vegna pess menn taka 
einungis positifar 4eifar, pegar menn eru a5 reikna periodurnar. 
En leifarnar ur5u b&fiar jatandi, pegar g var baett inn I congru- 
entiuna. En pegar bae5i residua eru minni en modulus ogbaeSi 
positif, p& geta pau ekki veri5 samsvarandi, nema fail se undir 
eins jofn. far nu r t , eins og r Q _j. tJ eru minni en modulus, 
pa verdur lika g — r t minni tala en modulus, pvi bsSi sufl- 
trahendus og differentia eru i positif Iftlum minni en fmnuemfas. 
Af pessu leiflir fa, ad samsvaranin 

r n +t = Q — r t ( m <>d. q) 
snyst i lfkingu, e5a verflur jafngild henni, nefnilega 

*n +t = — r t 
Af pessari likingu leiSir aptur 

r n +t + r t = g. 
Deili eg pessu me5 & kemur 

5l±* + iL - ,. 

Margfaldist petta me5 10, kemur 

IiL+i!° + -Til _ 10 . 
q l q 

f>egar pvi leifar pessar margfaldast me5 10, meS pvi a5 baeta 
nulli aptan vid leifina og deiiast svo me5 q, p& verdur bin fulia 
summa = 10. En pessar tolur, sem h&r samanlagSar voru, eru 
blandnar tdlur, og par menn i pessum deilingum einungis hir5a 
beilu tolurnar, er nsest ganga, og pa5 verda kv6tastafirnir, p& 
verdur summan einungis = 9. Her me5 sannar Ramus, a5 t5lu- 
staOrnir ur fyrra og sidara belmingi periqdunnar s& samanlagdir 
== 9; nefnilega 

Samber dsmiS meddeilinum 7 i (187). H6r er index viS&ein- 
um meiri en index vi5 r, af pvf hver kvoti kemur ur naestundan- 
gangandi leif, nefnilega b n 4 1 4. x tir r n 4 1 
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190. Hir vi3 l)egsa sSnnun kann J>a5 synast atbugavert, a5 
pcgar brotuDum er slept lir blOndnum tOlum, send til samans 
eru 10, bvort J>& verfii summan af heilu tOluncrm = 9. Menn 
goeti hugsafl sfer, a5 htin kynni a5 verfla 8 e5a enn J>& minni. 
En til l>ess ad petta ekki verOi, titheimtist, aft summa brotanna 
i hinum 1 0f5ldu5u leifum ekki y Brstfgi 1 ; og pad gjdrir hun 
bfer ekki, heldur verdur == 1 ; t>vf nefaarinn er q, og summa 
teljaraona verflur einnig q eptir formulunni r n -j_ t + r t = #; 
t>v( |>egar hinar einfCldu leifar, sem fylla q, margfaldast me6 10 
og deilast me5 q 9 \>h koma nflar leifar, gem alt eins fylla mo- 
dulus q; sem hinar fyrri. f>ettu s6st t framanskrifuSo daemi 
med deilinum 7, (187). 
* = r n+t =6 £-8* 

r t =1 y =1*5 8*+ If = 10; 8 + 1=9 

« = 1 r a+t =4 ^-8f 

r t =3 y=4?; 5f + 4f = 10; 5 + 4 = 9 

t = 2 r n+t = 5 5°=7f 

r t =2 y = 2f; 7j, + 2$ = 10; 7 + 2 = 9 

t = 3 r n+t -l ?-lf 

r t =6 y=8|; If + 8* — 10; 1+8*9. 
fessi utreikningur er gjftrdur eptir formulunni 



og ef bann er borinn saman vi5 pertodu-titreikninginn f sama 
daemi f (187), fed sest, a& reikningurinn fear og hSr er allurhinn 
sami. Teljararnir, sem h&rf&st utaf r n + t og r t , fylla modul- 
us (sem f |)essu daerai er 7), og fyrir fea8 verdur summa brot- 
anna allsstadar = 1. En feessir teljarar eru ekkieinungis leifar 
i deilingunum hfcr, heldur eru feeir og leifar i utreikningi perio- 
dunnar i (187), og eru fevl bundnir ofanskrifuSu I6gm&li 

r n +t + 't= ff> 

ellegar, sem sama er, 



+ t , r t 



+ :-r - I. 
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Burtvdrpun brotanna ur blonduSu tOIunum samanlogflum or- 
sakar pvi pa5, *8 * fellist af 10, svo far tir ver5a 9, eins og 
&3ur er sagt. 

191. A3 snua tugabroti i alment brot. 
i>etta verkefni er gagnstaett verkefninu (179). 
TugabrotiS getur, eins og &5ur er sagt, veriS me5 prennum 
haetti : 

1, endanlegt (180). 

2, periodiskt e3a uraferflabrot (181). 

3, h&lfperiodisht e5a hdlfumferBabrot (184). 

S8 tugabrotiS endanlegt, parf ekki anna5 til a3 gj6ra pad a8 
almennu broti, en rita nefnarann undir eptir venjii aim ennrabrota- 
p& er pa5 or5i5 alment brot. En nefnarinn er 1 me5 svo m5rg- 
ura nullum aptan vi5, sem tugabrotsstaflrnir eru (164). Si6an ma 
stytta pad eptir brotstyttingarreglum (85). En ekki verflur pad 
stytt nema me5 2 og 5, e8a veldunum par af, vegna pess a8rar 
tolur ganga ekki upp f nefnaranum. 

S8 tugabrotid periodiskt, mk taka eina periodu pess, og rita 
undir hana i nefnara sta8 svo opt 9, sem stafir eru i henni. 
Hi8 almenna brot, sem pa iitkemur, er = hinu gefna tugabroti. 
Samber (182) og (183). fcetta utkomanda almenna brot mi reyna 
a5 stytta; pa5 sest 4 nefnaranum, me5 hvaOa tOlum reyna m& 
a8 stytta, og er t>a5 einkum med 3, 9, 11 o. s. frv. 

SS tugabrotifl hMperiodisht, pA er pad jafnt pvf almenna broti, 
sr heflr fyrir teljara undangangandi stafina margfalda5a med svo 
opt skrifuSum 9, sem staDr eru margir i periodus, og par vi5 
baetta eina periodu. En fyrir nefnara heflr pad eins opt skrifa8a 
9, sem staflr eru i periodu^ og par & eptir svo mOrg null, sem 
undangangandi staflrnir eru. J>ad er med formulu pannig teiknad : 

(10 s — 1) 10 u 
og merkir par Z7 n undangangandi stafina n a5 tolu, p s periodus 
med s tdlustdfum, en 10 8 — 1 eru 9 skrifadir * sinnum. En 
pessi formula getur og ritazt pannig: 

x==z Vn 10 8 + P 8 - Un 

(10 8 — 1) 10 u 
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og segir hun, aft flri undangangandi stftfunum og einni periodus 
(a: V n 10* + p s ) skuli draga undangandi stafina {7 D| og pa »& 
fengino teljarion. En nefnarinn sd sami sem iftur. 

192. Sftnnun fyrir reglunni, pegar brotift er alperiodiskt, 

er nokkurn veginn auftsin af (183). f>6 viljum vir Banna hana 

hir nokkuft 6ftruv(si. Setjum, aft periodus s6 fjdrstftfuft efta t = 4, 

ogstaQrnirl henni si abed, pi verftur periodiska tugabrotift svona: 

x s=s 0, abedabedabedabed • • • • 

margfalda brotift meft 10 s = 10 4 = 10000 

10000X = abcd,abcdabcdabcdabcd • • • • 
drag hir frd hift einfalda brot 

x = 0, abedabedabedabed 

(10*— 1)* = a6cd. 
Brotin ganga upp hvort & m6ti 65ru, pi 
9999 a? = abed, 

og pi x — 99^. 

Upp & sama kaerai, hvaft margir stafir sem vsri { periodus; ein- 
ungis&aft margfalda meft 10 s og detla meft 9 skrifuftum t sinnum. 

Meft likum baetti m& gjftra bilfperiodisku tugabrotin aft almenn- 
urn brotum, nefnilega : aft margfalda brotift x meft svo hiu veldi 
af 10, sem undangangandi staOrnir og staflrnir i einni periodu 
eru roargir til samans. Skrifa par undir brotift x margfaldaft 
meft svo b&u veldi af 10, sem undangangandi stafirnir eru margir; 
drag svo bid siftara product fra hinu fyrra. Setfum undangang- 
andi stafina pqr og perioduna abed, pa er 

x = 0, pqrabedabedabedabed • • • • 

103 -f- 4 x ss= pqrabed,abcdabcdabed • • • • 

10 8 a: = pgr f abedabcdabcd • •• • 

« — — »— — — i^— — — ^ — — — — ^— ■— — — — . 

10»(10* — l)x = pqrabcd — pqr 
X = pqrabcd — pqr 

(10* — 1) 10 8 

= pqrabed — pqr 

9999000. 
|>egar hir vinstra megin var fradregiS I coeffioientunum vi5 x 
10 8 +* * = 10». 10* * 
10» • — 10*. 1 . *, 
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J>a var 10 3 sameiginlegur factor, og gat pvi sezt fyrir utan parenthe- 
sin. far am<5ti voru 10* iminuendus og t i subtrahendus dsam- 
eiginlegir factorar, dragast J>vi fri, og verda (10 4 — 1). Samber (41). 
Med pessu er alveg sonnud reglan seinast i (191), nefnilega, 
ad fra undangangandi stofunum, og einni periodus pqrabcd, skuli 
draga undangangandi stafina pqr, og J>essu deila med svo morg- 
um 9, sem stafir eru f periodus, og par aptan vid skrifudum svo 
raorgum nullum, sera undangangandi staflrnir eru. pad er med 
(10 9 — 1) 10 n . 

Sidari formulunni (191) ber og saman vi5 {>essa reglu, pvf 
hvad teljarann ahraerir, er 

U 3 10 4 = pqr . 10 4 = pqrOOOO 

P4 = abed 

U$ 10 4 + p 4 — pqrabcd 

— U* = — pqr 

Di 10 4 + j? 4 — C/^ = pqrabcd — p^r. 
H£r med er J)& sannad, ad reglunni seinast i (191) beri sam- 
an vid sidari formuluna J)ar£undan. En t>a5 er haegt a5 sanna, 
ad b&dum formulunum beri saman, t>vi i 

u a io»- + p s - u a 

ma faera £a lidi saman, sem U n er f, Jiannig: 

^n 10 8 - tf n + fti 

utiloka svo hinn sameiginlega factor U n i pessum lidum og skrifa 
hann fyrir utan parenthesin, en bina osameiginlegu factora 10 s 
og 1 fyrir innan, Jrannig: 

U n (10 8 - 1) + A . 
R6r er {>a biiid a5 syna, a3 J)etta J>rent 
^n (10* — 1) + p 8 C7 n 10 s + p B — U Q Og pqrabcd -pqr 
er eitt og hi5 sama, pegar i J>eirri seinustu mynd a5 einsstafa- 
fjoldanum i pqr og abed er breytt eptir kringumstaedunum. 

193. Daemi upp a tugabrot gjdrd ad almennum brotura og 
styttingar fceirra; sem og reglur um factora nefnara peirra, sem 
skrifast med eint6mum 9. 

1. Endanleg tugabrot 
0,075 = jj^; samber (164), par sem talad er um, hversvegna 
null er sett framan vid brotid fyrir aptan kommuna. 

17 
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5 5 J5 

_™T-^T- elletar — T - 

1000 200 I 40 m "*** 1000 I 40 

(\ 9991A1 22246 4 

u,mio* 1000000. 

Nefnarans factorar era 2 og 5 fyrir hvert null ( nefnaranum, 
t>es8 vegna eru bans factorar 

en engir 5 ganga upp i teljaranum eptir deilileikseinkunninni 
me5 5. 2 8 = 8 ganga upp 1 teljaranum eptir deilileikseinkunn- 
inni: 

8 8 

222464 T 27808 T 8478 



I 



1000000 [ 125000 | 15625. 

|>ar factorinn 2 ekki kemur optar fyrir i nefnaranum en 6 
sinnum, og mi er bfii8 a8 stytta me5 honum 6 sinnum, J>4 ver5- 
ur brotiB ekki stytt fraraar. 

2. Alperiodisk tugabrot. 

f>ar nefnari almenna brotsins, sera fir tugabrotinu faest fyrst, 
heflr Jetta utlit: 

abed • • • • 

t>& viljura vir fyrst hugleida factora nefnarans. Deilum ver nefn- 
aranum meO 9, kemur 1111---- eOa tala, sem er eint6mir ein- 
ar. En pessi tala verdur aptur deilileg me5 ymsum tdlum, eptir 
J)vi sem pessir einar eru margir. Ver teljum Jpvi einana og setj- 
um fjolda peirra = E, en toluna sjalfa 1111 — kollum \er N. 
|>4 getur skeS menn vilji stundum nota eptirfylgjandi reglur: 
a, Gangi 2 upp i E, £a er N deililegt me8 11. 
P, Gangi 3 upp i E, f& eru factorarnir I N 3,37. 
Y, Gangi 4 upp 1 E 9 \)& er 101 factor, auk 11, sem talinn var 

vi5 2. 
5, Gangi S upp ( E, [>& eru factorarnir 41 . 271. 
e, Gangi 6 upp i E, pa eru factorar 7, 13, auk &5urtaldra 11, 

3, 37, vi5 2 og 3. 
£, Gangi 7 upp i E, J>& eru factorar 239, 4649. 
7], Gangi 8 upp i E, £& ganga 73, 137 upp f N, auk 11 og 101. 
», Gangi 9 upp i E, t>& er factor i N 33667, auk 3 1 , 37. 
i, Gangi 10 upp 1 E, £& gengur 9091 upp i N, auk idortaldra 

11, 41, 271 vi5 2 og 5. 
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f>essar reglar m& nota vi5 allar faer tOlur, sem samsettar eru 
af a5urtoldum t. d, ef E = 12 = 2 . 6, J>& eru allir faeiorar 
ur 2 og 6 einnig factorar i N. En svo J>arf lika a5 deila 2V me5 
producti feirra, J)eir era 3 . 7 . 11 • 13 . 37. Product feeirra 
er 111111; t>ess vcgna 

mill -1000001; 
faest £& n^r factor, sem bSr baetist vi5. 
Nii tokum ver til sj&lfra daemanna: 

0,4444444 

|>etta brot hefir einstafaSa periodu 4, og eptir (192) er £a5 = f. 
Nefnarinn er 3 . 3 og hefir factorana 3 og 3, en peir ganga 
ekki upp i teljaranum, svo brotid er 6styttanlegt. 

0,1818181818 

f>etta brot hefir tvistafada periodu og er = $$ eptir (192). Me5 
9 deilist fyrst nefnarinn, og ganga 9 einnig upp i teljaranum; faest £& 

n 

og £a8 brot verflur ekki stytt. 

0,428571428571 ••• 

J>etta brot er 

= 428571 

999999. 
Nefnari |>essi deilist meS 9, og 9 ganga einnig upp I teljaran- 
um, svo brotid md stytta med 9, verdur £a5 

47619 
111111. 
Eptir reglunni s er 111111 = 3.7.11.13.37; 3 ganga upp 
i teljaranum. 

47(619 
47 
7) 572 
81. 
7 ganga ekki upp ( tolunni, og m& stryka yfir 7. 
11) 572 
52. 
1 1 ganga upp i henni. 
13) 572 
44. 

17* 



is\jmmam- So *r epftir aft reyna met 37 ( 



• 



• 



+7 
r W6 IIS 
37 
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a c;p I 47619. Xu er firankvatil if 
3 . 11 . IS • 37 = 15873. 
)« gec^ur 13S73 upp i teljara 17619 og nefiian 111111. 

1*873. 47619 (3 15873/ 111111 (7 

47619 111111 

Hift stytta brot er |m f . f»essi reikMogiir kann j>ykja nokkuS 
tangor. Haon beffti mi ske skemri orfeft me5 |>vi aft stytta 
brotift met bverjum factor ser i lagi. 

i u l J ,T 

47*1 i9 W 15*73 T 1443 II 1^1 
lUlli < STtSl 3367 "jivT. 

Fljdtai* beffti samiralirinn fundi*! cptir (88), ^annig : 
47619) 111111 (2 
93238 

15873) 47619 <3 
47619 , 

En avo er cptir aft deila teljara og nefnara met sammslin- 
oin 15873. 

3. UUTperioduk togabrot. 
|>ar nefnari almenna brotsins, sem fyrst test ur tugabrotiDu, 
faeflr (telta utlit 

(10 1 — 1) 10* 
efta nokkram sinnum skrifaftir 9 meft nokkram nullum aptan vi5, 
J>i skoflura vir fyrst aamsetningu nefnarans, og biin er 

10 * ~ ! 3*. 2 n . 5 n . 
9 

En hvad ihnerir — 5 efta 1 1 1 1 • • • -, mi nota reglurnar i 

fcessum tftlulift f 2; gftngnm vir avo til sjilfra d&manna: 
0,069444444 •••• 



J 
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Hit era undangangandi staflrnir 3, og einstofuB perioda, {>£ 
cr eptir formulunni 

(10*— l)10 n 
= 069 . 9 + 4 

fc ■■ ■ — ^^— ■■ ■■ ■■■■■> 

9000 
= 621+4 
9000 

=625 5 . 5» 



9000 1.3*.2 8 .5 8 

_5 ^ 

3*.2 8 — 72' 
Tokum annaS dsemi: 

0,795454545454.-.. 

Her eru undangangandi stafir tveir og tvistdfud perioda. f>etta 

viljum ver reikna eptir formulunni 

pqab — pq 

9900. 
f>4 er 

7954 

_79 

7875, sem er teljarinn. 

7875 7875 

9900 — 11.9.2 2 .5*. 

f>egar bui5 er ad leysa nefnarann upp I hans gjorendur, er 
J>cegilegt eptir deilileikseinkunnunum me5 hinum s6mu gjdrdndum 
sm&msaman ad deila teljaranum og hans kv6tum t>annig: 

5) 7875 

5) 1575 35 . 9 . 5* 35 35 

9) J15 pa 11.9.2 2 .5* 11 .2* 44' 

35 
Tdkum brotid 

0,00123123123123123 — 
og hdfum formulana 

U n (lQ*-l)+ Pi 

(10 8 — l)10 n 
U u = 00 s = 3 p B = 123. 
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0.999 + 123 123 123 



99900 99900 111. 9. 2*. 5* 

123 3. if 41 41 



— 3.37.9.2«.5* 3.37.9.2 f .5 f 37.9.2*.5 J 33300. 
Tftkum bl6ndnu tftluna 

3,04176281462814- ••• 
Heila talao mi. geymast sfcr. Ildfura formuluna 
pqnabcde — pqrs 
999990000 

011762814 
0417 



41762397; 
41762397 41762397 41762397 



br0tia 999990000 — 1 1 1 1 1 . 9 . 2*. 5 4 41 . 27 1 . 9 . 2*. 5*. 

Hvorki 41 n^ 271 n& 2 n& 5 ganga upp ( teljaranum. Talaa 
41 er ^ 6 eptir tOflunni i (146). Einungis 3 ganga upp i teljar- 
anum, svo brotid verdur asamt heilu tolunni stytt 

194. I>egar tugabrotin eru stafamdrg, verSur erQtt ad 
reikna me5 t>elm dskerlum, og Oldungis dmflgulegt, pegar J>au 
eru riendanleg. |>ess vegna nota menn einungis nokkra stafi 
fraroan af J>eim. En J)a er {)6rf ad vita, hver skakki af J)vi hlyzt, 
J>egar slept er stdfum aptan af t>eim, ellegar vita, hvad marga 
t&lustafi t>arf a& hafa, til fcess a8 reikningurinn nai sinum tilgangi. 

t samlagningu ma framkvaema fcetta pannig: Sb brotin {mnnig asig- 
komin, a5 |)au hafl n tdlustaB, og skakki |>eirra fess vegna s& < 



10* 
(samber (181)), og bann s§ positif, J)a5 eradskilja, a5 par J>urfi 

bvo miklu a5 baeta vi5 £a3, sem i reikninginn er tekid, ad hin 

retta star 5 framkomi; J>a verfiur summa allra skakkanna vifl m 

samanlOgS tugabrot <C . Nu skal talan m vera skrifud me5 

10 n 

q t61ust6fum, og 10 q ~ l < m < 10 q , t>& er skakkinn i summ- 

1 ¥tl 

unni < ; bvf ef 10 q er sett i stadinn fyrir m i , kemur 

10 n "" q 10 u 

, sem stytt me5 teljara sfnum verdur . Vilji eg nu, 

10 n io n -* 

. 1 
ao feessi skakki skuii vera < , t>a set eg 
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n — q = r; 
J>a er • n = r + ^. 

f>etta segir, a5 samleggjendurnir Jmrfi a5 vera teknir me5 r+q 
tugabrotsstCfum, ef summan skal vera 4rei5anleg mefl r tuga- 
brotsstdfum. t. d. ef leggja skal saman Utugabrot, sem&kv6r3- 
u5 eru me5 ndlgun, t>& er 14 tveir tdlustafir = q, nefnilega 
10*- 1 (e5a 10) < m < 10^, (>a5 er < 10 2 , sera er 100, fd 
skal, svo lengi sem samleggjandafjOldinn liggur milli 10 og 100, 
salla tvo stafl fyrir vanhOldunnm eda skakkanum. En me5 sama 
haetti, ef samleggjandatalan er milli 1 og 10, J)a5 er 10° og 10 1 , 
er n6g ad aetla 1 staf fyrir skakkanum, e9a hafa einum fleiri 
tugabrotsstafi i samleggjondunum, en menn vilja hafa AreiOan- 
lega i summunni, t. d. viiji eg akvarSa summuna af eptirfylgjandi 
5 brotum og sj5tta nakvsmu, a5 ekki skakki i feusundustu port- 
urn e5a , J)4 er r = 3 og q = 1, J>& ver5 eg a5 leggja 



J>au saman med r 


+ q 


= 4 


tugabrotsstSfum bannig : 


0,3333 = 


1 


43 

ft 


42) 11,0 (0,2619 


0,6666 = 


? 


28 


84 


0,1904 = 


ft 


8 


2 60 


0,1428 = 


1 

T 


6 


2 52 


0,4285 = 


* 


18 


80 


0,5 = 


i 


21 


42 


2,2616 


m 


95. 


380 
378 



2. 

Her er settur hvor vi5 bliSina & odrum reikningurinn me5 

tugabrotunum og med almennu brotunum, og J)ar a5 auki hid 
utkomanda almenna brot gjort a5 tugabroti. Her s&st {>&, a5 
reikningunum ber saman i {msundustu portunum, eins og bin 
fundna regla fyrirsagfii. En i tfu^iisundustu portunum fer brot- 
unum a5 muna, og s&st (iad, [)egar summa tugabrotanna 2,2616 
er dregin fra tugabrotinu, sem dr verdur almenna brotinu 2,2619, 

pannig: 2,2619 

2,26 16 

0,0003, 

og munar fed urn j^^ } sem er positifur skakki. 
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195. S6 nu brotin (tannig tekin, aft skakkinn vift hvert 
J>eirra liggi milli ± - . — , nefnilega s& allsstaftar minni en ~ 

eining hins seinasta decimals, sem tekion er, og si p lala J>eirra 
brota, gem hafa negatifan skakka, og af pvf hinn seinasti (fcct- 
maZ var hskkaftur urn 1, svo |>au pess vegna eru of st6r; en 
hin aptur of lftil; og pessf of litlu brot eru [>& aft tdlu m—p t 

t>& verftur skakkinn ( summunni aft liggja milli — -^ . — posi- 

lt/o megin, og ~~ . — negatifa megin. Si nu bift siftara dreg- 
ift fra hinu fyrra, kemur: 



Efsta skakkamark — — ? 

—P 



Neftsta skakkamark 



Skakkasvsfti fr4 neftsta marki 



—2 



m 
"2 



n 



n 



n * 



Her kemur skakka efta 6vissusvaeftift b&lfu minna en 45ur var 
(194), ]>egar m voru addenda? allir of litlirog g&tu skakkaft naerri 
— , i staft t>ess aft nu eru sumir of stdrir, en sumir of litlir, og 

skakka mest y . — . Sama daemi, sem 45ur, viljum v&r mi skofta 

meft hffikkuOum seinasta decimal, jmr sem hinn fyrsti slepti var 
5 efta meiri en 5. 



A 


B 


0,3333 nakvamar 0,333333 


0,6667 


0,666667 


0,1905 


0,190476 


0,1429 


0,142857 


0,4286 


0,428571 


0,5 


0,5 



2,2620. 2,261904. 

Sd nii bid rata brot 2,2619 (194) dregiS h6r fra summunni i 
samlagningunni A, bannig : 

2,2620 
2,2619 
0,0001, 
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\>k s&st, a5 hinn nyi reikningur gefur summunaum —^ofstira, 
en hinn fyrri um j^~ of litla. 

Af t>essuro 6 brotum, sem hfcr voru samanldgB, var 1 ndkvaemt, 
sem er 0,5, en 5 6ndkvaem; t>ess vegna m = 5. 

Af pessum 5 brotum em 4 med h&kkudum decimal, og |>ess 
vegna of stor, e5a med negatifum skakka, svo p er = 4, eo 
bin m — p e5a 5 — 4 = 1 e5a 1 brot er t>4 of litiB e5a me5 

positifum skakka. pessi tala — —^ merkir m — p helminga 

At 

einingarhins n*» decimals, sem hfcr er hinn- 4%i e5a tiutmsundasti 
partur ur tdlunnar einingu ; og er {)a5 positifur skakki = 0,00005. 

— £ merkir negatifan skakka, sem i hsesta lagi getur veri5 p 

halfar einingar hins 4** decimals. Badir skakkarnir eru reikn- 
aOir fra tdlum reikningsins, sem dsemast £, og |)ess vegna fra 
hans sum mu, sem her er 2,2620, f samlagningonni A. Ittr er 

p = 4; Jess vegna =| . —. = —2. ^ = - 0,0002. 

Svo er £& skakka- eda 6vissusvae5i5 & b&Bar siBur fr& 2,2620. 
m — p ,1 1 , 

— 9~~ == + ~9" • T()i ==: « °i 00005 i b& •&* foissumark 2,26205 

— S= — 2 . T7T A = — 0,0002, fca* nefcra tfvissumark 2,2618 

- + + 

m — p — ( — p\ m i 

S == "<jr = ^-2 • TKI ==; 0,00025 = mismunor = skakkasvafcl. 

j>etta reiknaS fr& nedsta takmarki 6vissusvae5isins til hins efsta. 
Til ad sj& skakka og 6vissusvae5i5 enn betur, er her vid hliOina 
sett samlagning med nakvaemari brotum B. DrOgum v6r nu brot- 
in i A M brotunum i B, fast skakkarnir: 

+ 0,000033 < | . ^- 4 = 0,5 . ^ = 0,00005 

— 0,000033 < — -i . ^ == — 0,5 . ^ = — 0,00005 

— 0,000024 < — ± . i = — 0,5 . ^- 4 = — 0,00005 



2 ' 10 4 v, ~ 10 4 

— 0,000043 < — y . ^ = — 0,5 . ^ = — 0,00005 

— 0,000029 < — \ . ± = — 0,5 . ^ = — 0,00005. 
Hir hefir minna merkiS < (23) einungis tillit til talnanna, en 
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ekki til -f og — merkjanna; t>vfannars van I. d. — 0,000033 
> — 0,5, samber (35). 

Hinu n&kvaema broti 0,5 er fair slept, fear t>a8 heflr ails eng- 
an skakka. 

|>egar summa hinna negatifu akakka == — 0,000129 < — 
0,0002 er dregin Sri hinum positi fa skakka 0,000033 < 0,00005, 
t>annig : 

+ 0,000033 < 0,5 . ji- 4 = 0,00005 

— 0,000129 < — 2,0 . ^ = — 0,00020 

+ ± + 

0,000162 < 2,5 . i = 0,00025. 

|>ar < heOr einungis lillit til talnanna, f>& gildir Mr ekki 
(42, 3). H6r er |>& skakka eSa dvissusveftiA reiknaB M hinu 
nedsta takmarki t>ess til hins efsta, og s£st |mr af, a5 hid veru- 
lega eda aanoa skakkasvaefti er minna ea 6vis8U8v«5iO, |>vf 

dvissusvaedid er 0,00025 = ^ . — = 5 ' 



2 io» 2 ' 10* 

skakkasvaedid er 0,000162 = 

mismunur peirra 0,000088. 

fll — v 

196. Sdallir skakkarnir (195) samanlagdir, nefnilega — ~ • 
— upp & vi5, og — | nidur & vid, f stadinn fyrir a8 t>ar voru 

10 

skakkarnir fradregnir; J>a kemur summa allra skakkanoa eda 
akakki summunnar pannig: 

— z~- . summa positifu skakkanna. 

— p l 
7T • aumma negatifu skakkanna. 

2 io^ ' 

/m 1 

skakki summunnar. 



m — 2p I (mL_ nX J 

2 ' io n ~~A2 P ''io n ~ 

H&r eyda hinir negatifu skakkarnir hinum positifu eda pessir 

hinum. j>6 er her vifi adgaetanda, ad allir skakkarnir eru Iatnir 

vera = — . — f en J>ad eru |>eir sjaldnast. J>essi formula segir 

t>vi skakka summunnar optast of sttfran a annanhvorn veginn, ef 
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notast skal vid minni skakka. Summa skakkanna reiknast ekki 
fra neOsta skakkamarki, heldur fr& summunni sj&lfri. Til a5 fa 
hana utheimtist, ad menn viti p, e5a hva5 morg af brotunum 
hafa negatifan skakka. S6 engin af brotunum me5 negatifum 
skakka, t>& verdur skakki summunnar = skakkasvaeSinu = 

— . . Se engin rae5 positifum skakka, £4 er hun — - — . 

1 m 1 



10 n 2 io n ' 



e5a hid Sfuga skakkasvsSi. S6 helm- 



ingur brotanna me 5 negatifum skakka, p& verSur «>— ^ — 

= 0, og j)& getur ske5, a5 summan 



10 n 2 io» 

hafi nokkurn skakka, \>6 slik skakkasumma segi bann engan vera, 
J)vi i henni er allsstaSar gjort r&5 fyrir h&lfrar stafseiningar skdkk- 
um. Vi5 J)essu er haett, ef annadhvort hinir positifu e5a nega- 
tifu skakkar eru mjog litlir. 

197. p6 Oil brotin skakki um h&lfa stafseiningu (seinasta 

771 1 

stafsins) og t>6 skakkasvae5id s& aldrei staerra en — . ——(195), 

J)4 getur skcd, a5 pad verdi annaShvort positift e5a negalift, 
Jjegar |>ad er reiknad fra summu reikningsins, J)6 J)a5 aeti5 s& 
positift, t>egar |>a5 er reiknaS fra skakka- e9a ovissumarkinu 
neOra (195). Setjum t. a. m., a8 511 brotin hafi skakkad niSur 
& vi5, en ekkert upp £ vi5. f>4 ver5ur p = w og skakkinn eptir 

skakka/bmwZunm (196) = ^y— m).— = m g m . — = 

— 9" • > tw l? ar ver5ur formulan (196) gildandi, par allir 

** JLU 

skakkarnir eru halfar stafseiningar. f>etta gefur og a5 skilja, j)vf 
pegar allir skakkarnir eru negatifir og leggjast saman dsamt t51- 
unum og einingum J>eim, sem seinustu stafirnir voru haekkaSir 

med, bd verdur summa skakkanna negatif = — m . == 

1 r ' 2 io n 

— rr . , en summa stafseininganna ver5ur = . En 

2 io n ° 10 n 
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possum 115 — mi sleppa, {>vf hann er komion ( suramuna 

og feist ( henni eptir reglunni aS heekka seinasta staGnn. Skakki 

m 1 

summunnar ver5ur bvf = k- • > «ins og skakkasvaeBifl 

tekiS & negatifa veginn. Me5 sama haetti verSur skakki summ- 
unnar positif, pegar allir skakkarnir eru positifir og p& er skakk- 

inn = — . . j»a& m& ])vf kalla, a5 skakkinn leiki milli + 

-=- . og s- . • ogsvs8i5 bar &millim&heita leikrum 

2 10 a 2 10 n 

skakkans eBa leikvCllur hans (& dOnsku: SpilUrummet for Fei- 
len), og feetta leikrum skakkans er pd = — -, fevi 



m 

y 


1 
" 10" 


— m 


1 


2 

+ 


' 10" 



1 m 

m 



10 a 10 a • 

En petta heflr f hvert sinn ekki sta5, nema ef menn ekki vita 
p, e5a hva5 m6rg af brotunum eru negatif. Leikrum fcetta er 
Jrn' mogulegleiki skakkans, en aldrei bans sanna staer5, j>vf J>a5 
getur aldrei veri5 altsaman skakki, og engin stsrd, sem heflr a- 
reiOanlegan utgangspunkt, getur skakkad i tvaer dttir undir eins. 

198. Ef brotin, sem eiga a5 leggjast saman, eru 6n&kvsem, 
og hafa misjafnan stafafjolda, og pad brot, sem heflr faestacfcct- 
mala, er dnakvaemt, J)4 er ekki til neins ad taka fleiri decimala 
i hinum brotunum, sem hafa t>4 fleiri, og t>6 J)au vaeri nakvaera, 
J)vf eitt 6n£kvaemt tugabrot gjorir allan reikning me5 fleirum de- 
cimolum dnikvaeman; t. a. m. ef eitt brot heflr einungis prja 
decimala rttta, er ekki til neins ad taka i hinum brotunum fleiri. 

199. SS tv5 dnakveem tugabrot A og B, og skakkar !>eirra 
a vi8 ii, og £ viS 5, en pa8 skyldi vera <5vfst, hvort skakkarnir 
eru positifir e8a negatifir, \>k taknast 
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hinar nakvaemu tdlur med A + a og B + p 
summa feeirra A + Z? + a + P 

mismunur A — 5 + a + p. 

Hvad J>essa subtraction dhraerir, (>d er : 

A + a 

B ± P 

- + 
A — B + a + p, 

vegna J>ess ad merkin f subtrahendus breytast i hid gagnstsda. 

En summa og mismunur hinna ondkvaemu stserda A og B er 

A ± B. 

Skakki feirra er + a + g 

eda 1 haesta lagi a + P 

baedi vid addition og subtraction. f>ar af kemur su regla, ad 
takmark skakka fleirlidadrar staerdar er = summu takmarka 
skakka lidanna. 

200. 1 tolulid (194) segir, ad ef summa af m tugabrotum 
skal verda dreidanleg med r tugabrotsstofum, t>d Juirfl samleggj- 
endurnir ad vera teknir med n = r + q decimolum, ef q er 
stafafjoldi sd, er m skrifast med. f>ar er gjdrt rad fyrir, ad 
n6gir s6 decimalar og menn ekki haekki seinasta tugabrotsstaf, 
er fceir taka, \>6 hinn naesti slepti se 5 eda meiri. fcegar fcvi 

skakki summunnar fannig verdur < , {>a hlyti hann J>6 ad 

verda < -zr . = , eda helmingi minni, ef brotin 

2 10 r 2.10 r ' 

vaeri tekin bannig, ad hvergi skakkadi meir en um . En 

2.10 n 

far decimall ekki breytist vid hdlfrar stafseiningar skakka, heldur 
fyrst vid heillar, pa ma brotanna fjoldi med pessari adferd vera 
hdlfu meiri, nefnilega 2m, i stadinn fyrir m 9 og J>ess vegna md 
milli 1 og 20 taka n = r + 1, milli 20 og 200 n == r + 2 
b. 8. frv. fcetta md einnig finna Jiannig: J>egar summa af m 
iugabrotum, sem ekki skakka nema fram undir £ einingu hins 
n** decimals, skal ekki skakka meir en fram undir eina einingu 
hins rt* decimals, fa md dkvarda m fannig: 
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_m _ J_ 
2 . I0 n 10 r * 

Samber (194) urn skakkasummuna , en helmingurinn t>ar af 

er . En h6r af leiSist aptur roed t>v£ ad margfalda mefl 

2 . 10 n b45um megin vi5 minna merkiS 

m <• 2! ° n 

m 10 r ""• 

H&r mi stytta brotiS bsegra megin mefi 10% J>vf 10 T gengur 

upp ( 10 n ; kemur \>k 

m < 2 . 10 n - r . 
Si nu 

n — r = 1, J)4 er m < 20 

n — r = 2, 1>4 er m < 200 

n — r = 3, pa er m < 2000 o. 8. frv. 

Bit er btikslafurinn m notadur nokkuB dSruvfsi en i fyrri a5- 

ferdinni. J>ar merkti m hinn b41fa fjdlda brotanna; h6r er m 

binn heili fjflldi feeirra. 

201. Skuli iubtrahera dn&kvcemt tngabrot fr4 55ru 6n4- 
kvaemu, og t>au skyldi skakka fram undir ; £4 liggur skakki 

mismunarins milli + , bvf 

A + a 
B + P 



A — B + a — p. 

Skakki mismunarins verOur mismunur skakka minkanda og fri- 

1 
draga. En a og p era < ; pess vegna verdur mismunar 

t»eirra einnig minni og bvad meira er, minni en hin staerri af 
tolunum a og (J, eptir logum fr4dragningar i tdlum, J)vf far er 
minuendus staerstur (25,2). En a — £ verOur positift e9a mya- 
itf^ eptir J)vi hvort a > (i e5a P > ou £ess vegna liggur skakki 

mismunarins milli + . 

10 a 
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202. Liggi skakki hinna gefnu tugabrota mili + — . — . 

— 2 io n ' 

og t>a5 er kunnugt urn ba5a skakkana, hvort J>eir eru positifir 
e5a negatifir, J)4 er: 

1. Se skakkinn ( minuendus positifur, og f subtrahendus nega- 
tifur, {>a er skakki mismunarins milli og , ]>vi: 

A + a 
B- p 

- + 
A — B + a + P- 
Iter er skakki mismunarins a + P, en 

^ 1 1 



P< 



2 ' 10 n 
2 ' 10 u 



a + p < — 
10 n • 

1 
j>a5 segir, a5 a + p liggi milli og . 

2. Se skakkinn i minuendus J>ar & mot negatifur, en f subtra- 
hendus positifur, bd er skakki mismunarins milli og , bv( 

10 n 
A — a 

£ + P 



-A — i? — (a + P). 
Her er skakki mismunarins negatifur, en 

a < — . 



2 10 n 
P < — • 



2 10 n 



a + p ^ * 



10 n 
|>ess vegna skakkinn milli og — 



1 



10 n 
3. S& skakkinn positif bae5i i subtrahendus og minuendus, 

b4 er skakkinn i mismuninum milli + — . , bvi 

— 2 ion > * 
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A + a 
B + p 



4 — # + a — p. 
En ( fr&dragningunni a — p er baefli minkandi og fradragi < 

•;t>es8 vegna feeirra mismunur einnig < — . (25,2), 



2 10° 2 10 n 

ba5 er a — S < - . . Nu cr talan a — B positif eh 

negatif, eptir pvf hvort a > p cfla p > a; sea — p posrtif, 
]>& liggur su tala milli og — • ; s6 hun negatif, pa ligg- 

JL 11/ 

ur hun milli og . . j>ess vegna liggur skakkinn 

milli ± 4- • i 



2» • 

to a 

4. Sfc skakkinn negatifur bae8i f mmt/^ndu* og subtrahendw, 
p& er skakki mismuoarins eins og f pridja tilfelli, J>vi 

A — a 
B-p 

- + 

A— 5— a+P = A — 5 — (a — p). 

J>afl, sera eptir er af sdnnuninni, er 6idungis eins og I t>ri9ja 

tilfelli. 

203. AS akvarOa skakkatakmark framkveemis af onakvaemura 
tugabrotum margfOldudum saman, pegar menn vita takmork fyrir 
skakka gjOrandanna. 
j>etta ma gjOra meO pessum hoctti: 
A + a 
B + p 

AB + B* + Ap + a p. 

Skakki framkvsemisins er pa: 

AP + Bol + ap. 

Si baflir skakkarnir negatifir } m4, ef vill, hafa forskriplina 

svona : 

— Ap — Bol + ap. 

S6 skakkinn i margfaldanda negatifur, getur bun yerid svona; 

AP — Bol — ap. 
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Se skakkinn f margfaldanda positifur, en i margfalda nepa- 
tifur, J)d svo : 

— A$ + Bol — ap. 
f J)essum fyrirsdgnum ma optast sleppa afi, af Jwf s& liflur ver5- 
ur svo li'till, a5 hans gaetir ekki i fessum skakkareikningi. SS 

nefnilega a <C — : og 6 < , t>& veriiur framkvaemi bessara 

i ' 
brota e5a a|J < — . Nu ma t&kna tOlurnar, sem margfald- 

ast eig'a, fannig : 

A = a m . 10 m + a m ^!.. lb*- 1 H + do + a^ . 

.10-1 + .... a _ p . 10-P 
J? = b n . 10 n + *,_! . 10*- 1 H + b + 6_ x . 10" 1 

-f- •••• b^q • 10"T^. 

HSr merkir a m baesta staf margfaldanda i heilu t61unni, og 

J>ess vegna m veldisvisi sama stafs fyrir toluna 10, er finst me5 

Jm aS'telja fra einingastafmim feangafl. a_ v er seinasti stafnr 

brotsins, og Jess vegna — p tugaveldisvisirion, sem far er, svo 

tolustafurinn. sem bar stendur, er -. Me5 sama haetti er 

•, 10P 

merking stafanna i B. 

Til a5 gjora t>enna skakkareikning auSveldan, haekka menn 
fyrsta merkjanda staf i A og B um 1, en setja null fyrir bina 
stafina. Yid ,J>etta koma fram staerri tolur en A og B. fetta 
taknast t>annig : ' 



A < (a m + l)10 m ■ 
B <(b a + l)10 n . 

j>etta skal margfalda me 5 takm5rkum skakkanna i A og B, nefni- 

11 

lega og — — ; J)& verSur skakki productsins eptir nysagflri 

forskript: 



, _ (am + 1)10* ., (»ii + l)10 n 

f <C • — "T* 



10* 10* 

Stytta m& brot feessi med lO m og 10 n ; kemur: 

' 10*^ m 10P~ n ' 

18 
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Frekari styttingar og hagrefti mi gjftra sir, pegar bftkstafirnir 
era orBnir aS 4kv6rftuftum tftlnm. 
Deerai: Si tftlarnar, sem eiga aS margfaldast saman, pessar: 
A = 0,021923 
B = 1426,32145, 
p4 sjaura vir, aft A er gefift ( milli6aostu pftrtnm eSa meft 6 

decimolum. Skakkans lakmark er pv( j^- • B er gefift meft 5 
decimolum. Skakkans takmark par er pvf j^ T . j>4 er : 

.i ... 



-— 10 6 K-^ 10 6 • 

Ma fftram vftr aft taka bftkstafina, sem reikningsforskriptia fyrir 
f krefar. f>4 er a m binn fyrsti merkjandi slafur I A, og er 
hann 2 f brotinu (pv( par ni4 einnig taka hann, ef hefla talan 
er 0). f>etta era hundraftustu partarair; og exponentinn vift 10 
par er = — 2, gvo m » — 2. Stafurinn b n i B er = 1, 
sem er ptisnndastafarinn, og er hann hinn priftji fr4 eininga- 
stafnnm. Exponcntinn vift 10 par er pvi + 3, svo aft n = + 3 
(hann er positifur, par bann er f beiln tOlunni). Bdkstafurinn p 
er 6, sem er hinn ifturfondni exponent tOlunnar 10 f a, og q 
= 5 sftmuleiftis i p. j>4 verftur eptir forskrlptinni : 

2 + 1 , 1 + 1 JL ,_2_ 

' ^ 10 6 — (~~*) "*" 10 fl ~ 8 °" 10 7 "^ 10 8% 

3 2 

Her m4 mi ^mislega aftfara, t. a. m. gjOra brotin -== og -y^ 

samnefnd og leggja svo saman. Samnefnd verfta pau meft pvi, 

2 
aft margfalda -r^ i teljara og nefnara meft tO 4 . Brotin verfta 

h4 — + 2 * 10 * = JL a- 2M0000 _ 20003 100000 
P 10 7 "*" 10 7 10 7 + 10 7 — 10 7 < 10 T 

10 5 1 



10 7 10 r 

2 
|>etta mi einnig gjftra pannig : par brotift — ^ hefir margfalt 

minna nefnara en hitt brotift, p4 er paft einnig margsinnis staerra, 

par ekki er mikill munur 4 teljurum peirra. par ma pvi sleppa 

3 2 

Y^y en halda einungis -r^, og setja 10, sem er naesta tuga- 
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id 2 

veldi fyrir efan, fyrir teljara feess, keraur fed — r , sem er > — . 

Her vi5 gjorist takmark skakkans haerra og ma stytta -y^ med 

10; kemur -y:p. fcessi skakkareikningur er haf5ur svo 6n&- 
kvaemur, af fevf her er ekki um annad ad gjdra en heil tugaveldi, 
og er ekki til annars en ad vita med heegu mdti, hvaS marga 
tdlustafl vert er ad nota f margfoldun dndkvaemra tugabrota, fear 
ekki verdur koraizt sannleikanum naer fyrir fead, fed feeir s6 not- 
adir allir. 

Athugagrein. 1. f feessum tolulid hefi eg a5 miklu leyti fylgt 
herra Adolph Steen. 

2. i feessum tdlulid er sagt ad haekka eigi fyrsta staf i A og 
B urn 1, en setja null fyrir hina. Skuli heimfaera feetta upp & 
toludaemid, sera fear er tekid, A = 0,021923, fed verdur A < 

0,030000= 3 . 10~ 2 = y^- = j^Q. Sdmuleidis er B = 

1426,32145. £ar af B < 2000 = 2 . 10*. £elta & svo ad 

margfalda med skakkatakmdrkunum -jf^ °& To« ' kemur f <; 

3 J_ + 2 l 3 -L = -1- I 2 - 10> _ J_ , 



io 2 * io B ^ * * 10 6 IO 7 r 10 6 — io 7 

2 

io 3 



og kemur feetta heim vid fead, sem sidar er fundid. 



204. Hin stytta margfoldun. j>ar eru einkum tvaer orsakir 
til ad menn stytta fyrir ser margfoldunina med hinum longu, en 
fed opt dnakvsemu tugabrotum. Six eina er: ad menn ekki feurfa 
vid f fead og fead skipti ad halda & meiri ndkvaemni, en fair tolu- 
sta&r gefa. Hin onnur er: ad reikningurinn med fleirum tuga- 
brotsstofum gefur ekki ndkvaemari ururd (Facit) fed fleiri stafir 
&e notadir, en skakkatakmorkin leyfa, sem umtolud eru i (203). 
Ymislegar hafa menn adferdir til feessa. Sumir umsniia mul- 
tiplicator, fevf fyrir eitt kemur, i hvada rdd partialproductin eru 
tekin, fear rod samleggjanda md vera eptir gedfeekkni (18). En 
fead ma ekki bregdast, ad samkynja stettir standist d i partial- 
productunum, svo feau verdi rttt samanldgd eptir samlagningar- 
reglum. Skrifist nu til daemis hinn umsnuni multipUcator feannig 

18* 



276 



undir multiplicandus, aB einingastator multiplicators setjist undir 
tmsunduslu partana ( multiplicandus, og siBan hvert partialproduct 
(sirframkvaemi) er byrja5 meS J>vf, a5 margfalda mefi hverjura staf 
i margfalda ]>ann staf i margfaldanda, sem upp yflr honum stendur, 
]>4 er hver seinasti stafur is&rframkvaemunum piisundustu partar, 
og eiga t>v( a5 skrifast hver ni5ur undaa 65 rum. 
f daeminu (203) var 

A = 0,021923 a < 1 



10 e 



B = 1426,32145 p 



10 5 . 



I feessu daemi var i (203) skakkatakmark framkvaemisins fund/5 
a5 vera ^aj ; t>&& er fev' e ^ki &B bugsa til a5 fa frarnkvaemiB na- 

kvaemara en i hundruBstu pOrtum. Hdr tOkom v&r A fyrjr m* 
plicator, en 2? fyrir multiplicandus. Til a5 sja, hvaS stafirnir 
heita i multiplied! or, eptir hinni almennu nafnagipt (203), setj- 
um vfcr hana hfcr: 



0, 02 1923 = 0, 021923 

Q © O O O O © B © © S S3 

• ■ ? 7 ? T •illiiL 

M fed 09 ** 



f>vf m taknar fjarlaegB hios fyrsta merkjanda stafs fr& einingastaf, 
og er hun h&r = — 2 ; svo m = — 2. 

far enginn merkjandi stafur er fyrr en hundruBustu partamir 
i |>essari tolu, pd eru t>eir latnir heita a m . Me5 likum haetti 

verOur f multiplicandus: 



5=142 6, 321 4 5 
n = 3 



©" O" S3" ©• ©* ©■• ©• ©* ©* 

I I I I I I I I 

M bO CO tf» CW C* -Q CD 



= 142 6, 32145 

" u "° J I I I I 

M U 00 «h O* 



. J>egar mi multiplieator A 6kal skrifast Ofugur undir multipli- 
candus, J)4 er adgaezluvert, ad vita, hvar o^ skal skrifast undir 
multiplicandus; t>4 gefur reikningsmeistari Ougthtred fa regla: 
fyrst a5 telja af brotinu i multiplicandus svo marga tugabrots- 
stafl, sem skakkatakmarkid i (203) &kve5ur, e5a faerri decimate, 
ef manni neegist me5 minna; t>ar naest hugleiBa, hvort fcver- 
sumoia t>eirra tolustafa, ernotadir verda af multiplieator, (ver 
kollumhana s), erminni en 10, ellegar <; 100, ellegar<: 1000, 
og ef pad er, fi undir eins allur multiplieator, pa a5 reikna 
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sdrframkv&mln mefl 1 fleiri, ef s< 10; 2 fleiri, ef a<100, og 
3 fleiri, ef s < 1000. S6 hinir notudu stafir i multiplicator 
ekki allur hann, heldur nokkrir stafir eptirskildir, af J)vi enginn 
stafur var fyrir ofan i multiplicands, til ad margfalda med J>eim 
hluta af margfaldanum, £4 ef s + b n + 1 < 10, skal aetla einn 
Btaf fyrir skakkanura ; J)vi fea er skakkinn f < — 3-^, feegar x 

er tugabrotsstafafjdldinn , sem hafdur er I serframkvaemunum. 
Se * + b n + 1 < 100, skal aetla 2stafi fyrir skakkanum, sem 

t>a er x _ a . Sdoauleidis ef 100 < 3 + b + 1 < 1000, skal 

aetla 3 stafl fyrir skakkanum, sem bd er f <z r. Staerdia 

y ' * ' 10 x 

x er tugabrotsstafafjoldi, sem partialproductin eiga oil a5 hafa, 
og sem d ad teljast frd kommunni i B, og a ad innihatda fyrst 
hinn dreidanlega stafafjolda, sem skakkatakmarkid (203) segir 
faanlegan, og sidan varudarstafafjoldann, sem s eda «+6 n + 1 
eptir adursdgdu dkvedur. 1 stuttti mdli: Sk hinn dreidanlegi 
stafafjdldi = c, og varudarstafafjdldinn = v, J)d er 
c + i> = x; 

c er tekid ur skakkamarkinu f < — i (203). V dkvardast af 

a eda a + 6 n ■+- 1 ; en a? segir til, hvar sd decimall i B situr, 
er einingastafurinn f A skal skrifast undir; fed telja allir seinustu 
decimalarnir i partialproductunum parta og standa hver 

niflur undan ddrum, og ef vill nidur undan (x + m) u decimal 
i B, eins og hfcr er gjort, en mdtti fult eins vel skrifa t>d undir 
a? ta decimal i B. J>etta daemi viljum ver setja h&r strax : 

Skakkatakmark ~ = ^-, t>dc = 2, v =* 2, fcvi «= 17< 100. 
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£=>142C3 214S * = c + t» = 4 

.1 32>12 — ftfogt m = — 2 

*S,>2<4— • 1426,32] |! * + *n == 2; 

1.4 2 6 3 — 1 4 2 6,3 I S °m 8ezt fe' f «n* r 




1,2S34-— 1426 /£ 6_,. 
284 — 142 
4 2 -— 14 

3 1.2 6 5 7. 

3 1.2 7 4. J4 er 31 ,2704 >AB> 31,2687; AB 
*- J I .ST. 

It.r circ'ilii^ (4 sunao fjrsl margfaldaliOar og margfald- 



•- - M 






10* 






"10* ~ 10*' 
Ku h*r ttuisr njr skakkl i products* af skakkanum vi5 hinn 

touta hUiU af /?, sem i dsminu er 1426,32 flm t>ar er ekki 

uu^:VtvU\ ^d sein eptir kemur lurgra megtn, mefl stafnum 

i «w;;u\\aj^ .<> sem er a_) % SkakkinD i J?er ft, < r~ 

liO*ttxmu^ |oi — y -j aeXutteg* skakkinnTi5 1426,32;] oghana 

OmtO m 
UNUvfaMasI lued mnrhUbiitaiua o^ 1(P ; kemur j — == 

- * s [1 d*mum — - - «b --.L (fcetta framkvsma aSrir 

rvikuu^^me^Urar laed |m ad geyma togastafi i productum 
mrgtoUluiiar u»$U state h«gni megta). Stdan er haldid afram 
ittoO fcolto ¥*rtixt*pr*hKt epUr raqulegiiiD hetti. Naesta parti- 
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alproduct byrjar me5 margfoldun roargfaldaliSar og margfaid- 
andaliOar : 

«m-l . lO*" 1 X 6^( x+m . 1)# 10- <*+*-*> 

afl i-l « & ~(x+m~l) 

10 x 
|>etta skrifast undir — partana, f daeminu er (lessi margfoid- 

JL X _1 A 

io» io = io 4 ' 

Her kemur n^r skakki I products af skakkanum i B, sem nu 
cr {J, <z — . , og sem margfaldast mefl margfaldaliSn- 

um a m ^ 1 . lO™- 1 ; kemur -^i. [Skakkinn i daeminu p 4 < 

jQi = Tg, og er J>ad skakkinn vi5 1426,3; roargfaldaliSurinn 
am^i.lO" 1 " 1 = a— 3 . 10~ 3 = j=f, og er J>a8 f daeminu 
77T3) °o feegar Jjetta er margfaldad meft skakkanum i 2?, kemur 

To 5 * To = To*r P^^S er aMariB me5 a5 byrja serfram- 

kvaemin haegra megin, og balda feeim &fram til vinstri eptir venju- 
legum haetti, og sfdan a5 &kvar5a skakka J>eirra : 
Byrjunin haegra megin er: 

Margfaldalidur x margfaldandaliSur. 
S&rframkvaemaskakkinn er : 

Margfaldandaskakkl x margfaldalidur. 
f»annig er aframhaldiS med partialproductin og skakka f>eirra, 

unz kemur til svo lagrar stettar f A, a5 margfOldunin me5 haestu 

st&tt I B ekki gefur framar neina einingu st&ttarinnar — . Bin 

* 10* 

seinasta margfdldun verSur: 
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B — 1 4 2 6,3 2 1 4 5 
A 32912- 



2 8,5 2 6 4 

1,426 3 

1,2 834 

284 

42 




* = c 4- » = * 
m = — 2 
a- _f- m = 2; 

if a m sezt |»vf undir 

s; o — i. 



31,2 6 8 7. 

SkakkK— =— 4 =17 

io x 10 



3 1,2 7 04. £a er 31,2704 >AB> 31,2687 ; AB 
«= 31,27. 
Her margfaldast t>a saman fyrst margfaldaliSur og margfald- 

andolidur: 

« o .10 a X6_ (x+IB) . 10-( x +») 

— O ffl 10 m X 6_ (x +m) — a w ft-U+n,).^" 

10 x 
J>a5 er i daeminu ~?n4~~ a 



2 .2 
10 4 



4^ 
10 4 ' 



En hfer kcmur n^r skakki 1 productid af skakkanum vi5 hinn 
notata hluta af 2?, sem i daeminu er 1426,32 (fevi far er ekki 
margfaldaS, t>a5 sem eptir kemur haegra megin, me5 stafnum 
i multiplicator A, sera er a m ). Skakkinn f 2?er p < — T~ 

[id»minu<-~ 3 =^ nefnilega skakkinn \i8 1426,32;] oghann 

a TO 10 m 
margfaldast me5 margfaldali5num a m 10 m ; kemur 



*m 



10 x 



[I daeminu 



CL- 



IO 



10 x + m 

2 1 

=*- = -— t I. (fretta framkvaema a5rir 

i» 10 4 J ^ 



reikningsmeistarar med fcvf a5 geyma tugastafi i production 
margfoldunar naesta stafs haegra megin). Sidan er haldid afram 
meB fcetta partialproduct eptir venjulegum haetti. Naesta parti- 



X 
• 
*> 
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afnagipt margfaldandaskakkanna. * inniheldur for- 

e em skakkarnir framsettir med tdlum. f 6omu- 

a5 ef multiplicandus B, sem er 1426,32145 

ma med piisundastafnum einsomlum, p& vaeri 

r £ti verid, alt ad ptisundi eda j* 5 < 1000. 

^krifad e9a adgaett nema 1426, p& gaeti 

'' fram undir tolunnar einingu. Eins 

127,3, p& gaeti skakkinn par verid 

Tjr. er hinn umsnuni mul- 

^a hans. i synir, hvernig ser- 
ot med Jjvf ad margfalda saman brotin 

X O 1.0 O i » • 

— t = tt7- k s y nir v 



io- 2 io 8 io- 2 + 10 4 

a utkomandi brot fa 10 4 fyrir nefnara, og vfsar pad a 

±oa decimal i ^vi seinast utkomanda products og synir, ad 

oKakkarnir eigi vid hann ad leggjast, I sjnir, hvernig teljarar 

skakkanna samanlagdir mynda pversummu multiplicators A og 

sem ver kollum s. 

205. t pessu undanganganda daemi vareinungis pversumm- 
an 8 hofd til ad segja o$s, hvort variidarstafirnir aetti ad vena 1 
eda 2 (pvf aldrei kemur pad fyrir, ad peir eigi ad vera 3, sem 
vaeri, ef s eda s + b n + 1 vaeri milli 100 og 1000). En nu 
skulum ver sja, hvenaer J + 6 n + H a5 segja til bins sama. 
far til hofum ver eptirfylgjandi reglu: Gjor fyrst rad fyrir, ad 
varudarstafurinn se einungis 1 ; tel svo stafina f multipUcator fra 
einingastaf, ad bonum medtoldum, til brotsins enda, pad er p + 
1 tolustafir eptir formulunni fyrir A (203), nefnilega: 

A^a^+a^lO^H O6+«_i.l0-M a_ p 10~P, 

°© hygg ad, hvort hann (multipUcator) muni n4 lengra til vinstri 
en multiplicandus; pad er meir en yfir (n + 1)+ c+ 1 tdlu- 
stafl. Nai hann lengra, pddekki einungis pversumman s, heldur 
summan $ + & n + 1 ad dkvarda, hvort variidarstafirnir eiga ad 
vera 1 eda 2. Si pa s + b n + 1 < 10, pa & varudarstafur- 
inn ad vera 1, eins og ver gjordum rad fyrir, og m& p& skrifa 
multipUcator pannig, ad einingastafur hans standi undir peim 
eina varudarstaf og multipUcator nai svo aptur fyrir multiplicandus 
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«= q_ (x + ll) b n _^ q -(i+o) 6 n 

io x + D • io~ n l ° x 

f>etta er i daeminu 

10 4 ~ 10 4 10* ' 

En pessi margfdldun hefir ekki sta8 i pessu daenai, par a_ 7 
er ekki til nema 0, og par upp undan 6tendur 1 = b n = 6 3) 
sem {>etta null 4 a5 margfaldast meB. Samt & par aB vera 

i i 1 

margfaldanda skakki, sem er <: ——^ = j^-^--^ = — 

= 1 . 1000. MargfaldaliBurinn, sem pessi margfaldandaskakki & 

1 0. 1.0 

a5 margfaldast meo, er jqtJ kemur y^— s • 7o* = Io T!==: l0 4 

= o, svo a5 afcrframkvfleraisskakkinn er hfcr «■= 0. 

Til pess ad sja, hvernig pversumman * fer a5 myndast ur 
pessum skakkareikningi, setjum vJr alia skakkana her: 

a b 3 b 2 . &i fy> *~t &~* | marg- 

b 1 4 2 6, 3 2 jfaldandi. 

t P 5 P4 Ps Pa Pi Po 

11 11 11 



■ » ■ I ■ « 



io x + m - 5 io x + m -* leM-™- 8 io x + m - 2 io x + m - 1 10 x + m [ marg . 

11. l 1 1 1 Vfaldanda 

' ~1CF 3 fiF* - 10— » "TO r "TO 1 " "IF [skakkar. 

f 1. 1000 1.100 1.10 + -1 -^- 

3-2 9 1 ^ I marg- 

3 2 9 12 } falda Ii5- 



b 



10 7 10* 10* 10 4 10 3 10* J ir- 

1.0 1.3 1.2 1.9 1.1 1.2 



10— 8 + 7 10- 2 +« 10— x +« 10°+ 4 lO^ 3 10 2 + 2 1 serfram- 

1.0 1.3 1.2 1.9 1.1 1.2 [JJ3E5 

* 10 4 10 4 10 4 10 4 10 4 10 4 ) 

t 3+2+9+1 + 2 pversumma 

= .s. 

Her er i linunni a margfaldanda stafirnir med peirra indexum. 

I linunni b tOlustaQrnir sjalfir ur daeminu; po eru J>rir seinustu 

peirra eptir skildir, til a5 spara rumiS, par peir eru ekki notadir. 



ur * og ij, t. a. m. — — . — — = — '— tt = Tzr- * *$&**• 
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c inniheldur nafnagipt nlargfaldandaskakkanna. * inniheldur for- 
skriptir peirra. e eru skakkarnir framsettirmed tSlum. f soma- 
leidis. f>armd sja, ad ef multiplicandus 2?, sem er 1426,32145 
vaeri ekki skrifadur nema med pusundastafnum einsdmlum, pd vaeri 
skakfci peirrar tolu, e5a gaeti verid, alt ad piisundi edajS 5 <1000. 
Somuleidis, ef ekki vaeri skrifa5 eda adgaett nema 1426, pa gaeti 
skakkinn par yi9 6 verid alt fram undir tolunnar einingu. Eins 
ef ekki vaeri athugad nema 1427,3, pd gaeti skakkinn par verid 

alt fram undir — , bad er 81 < t^- er hinn umsnuni mul- 

10 10 

tiplicator A, \) er merklng stafa hans. i synir, hvernig ser- 

framkvaemaskakkarnir finnast med pvi ad margfalda saman brotin 

1_ _3_ = 1_.J» = J_ 

10- 2 " 10 6 " io- 2 + e 10 4 

hvernig bin utkoraandi brot fa 10 4 fyrir nefnara, og visar pad d 
hinn 4^ decimal i pvi seinast utkomanda products og synir, ad 
skakkarnir eigi vid hann ad leggjast, I s^nir, hvernig teljarar 
skakkanna samanlagdir mynda pversummu multiplicators A og 
sem ver kollum s. 

205. \ pessu undanganganda daemi var einungis pversumm- 
an s hofd til ad segja o$s, hvort varudarstafirnir aetti ad vera 1 
eda 2 (pvi aldrei kemur pad fyrir, ad J>eir eigi ad vera 3, sem 
vaeri, ef s eda s + b n + 1 vaeri milli 100 og 1000). En nu 

skulum ver sja, hvenaer e + & n + * ^ a & se SJ a ^ ^ins sama ' 
f>ar til hofum v6r eptirfylgjandi reglu: Gjor fyrst rad fyrir, ad 
varudarstafurinn se einungis 1 ; tel svo staGna f multiplicator frd 
einingastaf, ad honum medtoldum, til brotsins enda, pad er p + 
1 tolustafir eptir formulunni fyrir A (203), nefnilega: 

A = a m 10 m +a m _ 1 10 m - 1 H a + a^AO^+' — a^lO^ 

og bygg ad, hvort hann (multiplicator) muni nd lengra til vinstrl 
en multiplicandus; pad er meir en yfir (n + 1)+ c + * tOIu- 
stafl. Nai hann lengra, pad ekki einungis pversumman s, heldur 
summan s + b n + 1 ad dkvarda, hvort varudarstafirnir eiga ad 
vera 1 eda 2. Se pa a + b n + 1 < 10, pd d varudarstafur- 
inn ad vera 1, eins og vSr gjordum raS fyrir, og ma pa skrifa 
multiplicator pannig, ad einingastafur hans standi undir peim 
eina varudarstaf og multiplicator nai svo aptur fyrir multiplicandus 
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vinstra megin. S* par & m6l 10 < $ + b n + 1 < 100, pa 
eiga varuOarstaOrnir aS vera tveir. Skal p4 faera sig mefl byrjun 
stafalalningarinnar undir penna annaa varuSarstaf, og sja svo, 
hvort muUiplicator enn pd naer aptur undan multiplicands. Nii 
hann paB ekki, p& gildir pversumman a einsftmul sem skakki, en 
ekki $ -f- b a + 1, og re&ur hun pvf, eins og 45ur, hvort var- 
ABarstaflrnir skuli vera einn e5a tveir. Yflr bOfuS: pegar ein- 
ingastafur muUiplicator* er kominn & r&ttan staB, og multipli- 
cator pi naer aptur undan multiplicands vinstra megin, pa 
raBur t + & n + 1> en ekki a einungis. Ellegar a rikir undir 
multiplicand™, en i+ i n + * ty r * r utaa bann. f>a5 er einnig 
sem optast haegt aO sjA paB & muUiplicator, hvort varuBarstaf- 
irnir eiga a5 vera einn e8a tveir. 

206. S4 hluti af muUiplicator, gem At undan stendur mul- 
tiplicandus, er 

....a_ (x+a+3) • 10-^+»+») + a_ (x+n+2) 10-(*+«+ 8 ) + 
ellegar 

<*-(x-4-n+3) «-(x+n+2) « -(x+n+l) 



• • • • » 



JO* +n+3 |QX +n+2 jqx + n +l 

Hann getur ekki margfaldazt me5 neinum staf i margfaldanda, 
af pvf par standa engir stafir upp undan. Partialproduclin verda 
par pvf = 0. En alt fyrir pafl bafa pau pd nokkurs konar skakka, 
og s& skakki AkvarBast eins og aSrir s&rframkvffimaskakkar, nl. 
Margfaldandaskakki x margfaldalidur. 

Margfaldandaskakkinn verBur hfcr allur margfaldandi, og er hann 

gjftr&ur einfaldari, og aukinn meB pvf a5 auka hans fyrsta merkj- 
anda staf b n urn 1 , par af kemur b n + 1 ; en i staBinn fyrir 
hina stafina setjast null, petta gjorist me5 pvi aS skrifa 10 n 
par aptan viB, svo verBi (b n + 1) 10 n , eins og gjort var (205) i 
formulunni fyrir f; er p& auBs&tt, aO 

B < (b D + 1) 10 n > 
sem er margfaldandaskakkinn. f staBinn fyrir margfaldaliS kemur 
allur sd hluti af muUiplicator, sem At undan stendur margfald- 
anda vinstra megin. Er hann p& gjOrOur einfaldari med pv( a5 
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1 



taka I station bans einingu nsstundangangandi st'ettar 

10*+ n 

i hinum 6fugt skrifa5a multiplicator. f>vf vitanlegt er, a5 hver 
stfttt verOur 10 sinnum minni viO bvert saeti, sem bun kemur 
naer vinstri hendi; svo sumraan af 5Uum lidunum, sem far a 

eptir koma, verSur minni en einingin - — -r~, eins og sj4 maaf 

linunni I) f (204). £ess vegna verdur summa hinna utimdan- 

1 
standandi margfaldali5a < — . Productid verdur J>4 



(K + 1) 10 1 



10 x + n * 

i Vfi 



*.+ i 



io x + n io- n -io x + n 10 x 

Her er t>& komiS brot, 6amnefnt jwersummunni , sem synir, ad 
productoskakkinn ma ekki missa pessa stserd, og k J)vf teljarinn 
a9 leggjast vi5 fversummuna; kemur s + 6 n + 1. Her fitti 
nefnilega i a5alframkvaemi5 aO taka oil J>au framkvcemi, er hefSi 



stettina 



10 3 



laegst, og staerSin 



10* 



synir J>a5 med nefnara 



sfnum, a5 hiin er eitt af J>eim, eins vel og 



s 



10 3 



207. Nu viljum v&r sja daemi upp aj)a5, t>egar * + 6 n + 1 
& a5 rada, en ekki $ einsamalt. Yer tokum sama dsemi sem i 
(204), en skiptum urn gjorendur og setjum A = 1426,32145, 
en B = 0,021923, fca e r 



B = 



0,021923 
541236241 

21,9230 

8,7692 

4384 

1314 

63 

4^ 

31,2687 
Alframkvsemis skakkasvaeSi 21 



31,2708. 



Efer er c = 2, v = 2, t>& 
a? =* 4, eins og &5ur. Ein- 
ingastafur iA er6, og kem- 
ur undir 4** staf 9 i brot- 
inu i B. f>versumman 1 + 
4+2 + 6 + 3 + 2 = 
18 = 8. Hun tekst ekki 

en 

f>a standa 541 tit undan 
vinstra megin, b n + 1 =3, 

8 + &n + 1 = 18+2 

+ 1 =21 = SkakkasvaeSi, 



lengra 



undir b a = 2. 
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og [>ar t + b a + 1 =* 21 > 10 en < 100, (>& er t>adritt,ad 
variidarstafirnir si tveir. fcegar buid er Jmnnig a5 skrifa multi- 
plicator r&tt undir multiplicands, J»& stendur eitt saeti I pessu 
daemi autt brcgra megin i margfaldanda upp yfir 1 ( multiplicator. 
J>elta og t>viltk aud saeti haegra megin md fylla med nullum. SiSan 
m& kveda pannig ad or&i : 1 sinni er 0, sem skrifast undir, 

i 

bar sem menn sella tu sl&ttinni ad vera f s&rframkvsmun- 

J0 X 

urn. far naest: 1 sinni 3 eru 3, skrifa 3. 1 sinni 2 eru 2 o. 
s. frv., unz komid er alt sfcrframkvaemid 21,9230. Si&an er 
iriargfaldad med 4 i A, og sagt: 4 sinnum 3 er 12, skrifast 2 
i hiS annad s&rframkvxmi, ekki nndir 4, heldur naest baegri i 

st&ttai 1 r65ina, 1 er geymdur; fed 4 sinnum 2 er 8, og 1 

geymdur er 9, er skrifast i annad sSrframkvaeraid, og svo er a- 
framhaldid med J)a5, unz pad er alt komid, nefnilega 8,7692. 
Sidan tak 2 (|>ri8ja staf i multipUcator), og seg: 2svar 2 (|)ar 

fyrir ofan) er 4, skrifast i stittar rodina naest haegri bendi. 

J>annig er alt af dframhaldid ad byrja med ad margfalda me5 
hverjum margfaldarastaf, |>ann staf i margfaldanda, sem upp yfir 
honum stendur. Og er |>etta hinn bezti kostur vid }>essa adferd 
ad umsnua multiplicator, ad menn vita, bvar byrja skal ad marg- 
falda i multiplicandus. 

f>annig er fiframhaldid, unz 611 sdrframkvsemin eru fengin. 
Hid seinasta peirra er 4 = 2 . 2 = a— 2 • 10~ 3 
~ h tO-» — ?b* *=* _- °-a 6 ~a 

^ *-* • 1U — 10 2 * 10* — 10 4 * 

Loksins eru fill sferfr&mkv&min Idgd saman ; kemur alfram- 
kvaemid 31,2687. Ekki er naudsyntegtad leggja par vid 21, H 
bad er raunar ekki skakkinn sjalfur, heldur skakkasvaeSi ; menn 
lata ser naegja ad burlvarpa varudarstdfunum 87, en bseta 1 vio 

« * 

ireidantegu stafina 26, eda rfettara sagt, vid pdtvostaG, ermenn 
aetla s£r ad halda, og £4 aetla menn til, ad 27 verdi dreidanlegir 
stafir, svo ad verdi 

AB = 31,27 
og 31,2687 < AB < 31,2708. 
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I 

208. Nfi viljum ver taka til daemis tvo af brotunum ((194), 
nefnilega , 

B = 0,1904 p < ~ 

i 



A = 0,1428 a < 



N6 er eptir (203) 



, ^ <*m + 1 , »h + 1 



f • • 



• « 

«m = 1 ; 6 n=l p = 4 g = 4, m = — 1, n = — 1. 
f <r 1 + 1 + L±J = _?4-_? == J^10_ i 

' i(H-» io*+» io B "*" 10° 10" ^ 10 s ~~ To* 
J>& c = 4. »= 15 v = 2 a; = 4. 
B = 0,1904"" 
A 82410 Sfugt 

19040 

7616 

380 

152 



027188 
Skakkasvae5i 1 5 



0,027 2|03. 
Alframkvaemi5 = 0,0272. 
Nii var i (194) 

0,1904 = 3 * r og 0,1428 = |. 
bd -AB = & x 4- = tJt- 

147) 4,00 (0,0272108 
294 
1060 
1029 



310 
294 



160 
147 



1300 
1176 



f>e88i samanburdur s^nir, a5 fceir 4 tugabrotsetaflr f alfram- 
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kvaerninu era rJttir, sem skakkamarkiS f <c — * lofadi, og sem 
hin stytta margfOldun eptlr Ougthlredt m&ta af ser gaf. 

209. Nu viljum vftr skoda eldri adferd vi8 hina styltu marg- 
fOldun; par er ekki vidsnuid multipHcator, og kann vera raonn- 
um t»yki pad stundum viSkunnanlegra a5 snua honum ekki vi5, 
par hann af pessum vidsnuningi fer nokkurs konar okennilegt 
utlit. j>essa adferd kenna peir professor Ursin og Fallcsen. Ver 
tOkum til pegs daemid (207). 



• • • • 



1426,32145 
0,021923 

28,5264290 

1,4263215 

1,2836893 

285264 

42790 

31,2692452. 
H&r er fyrst margfaldad med fyrsta merkjanda staf margfalda 
2, og par me5 er margfaldadur allur multiplicand™ (eda ad eins 
mciri hluti bans, ef vill, me5 pvf a5 skilja eptir eitthva5 af hon- 
um hffigra megin). H6r tftkum ver hann allan. J>egar buid er 
a& margfalda med 2, er settur punktur yflr 5, til aS minna sig 
A, a& margfalda ekki 5 meO noesta staf nema til ad fa geymdan 
tugaslaf padan, pvf noest er margfaldad med naesta staf marg- 
falda 1, og sagt: 1 sinni 5 er 5, ogaf pvf 5 er fremur storstaf- 
ur, ma dlita hann sem 1 Uigur vaeri, og geyma 1. Sidan segja: 
1 sinni 4 er 4, og 1 geymdur er 5. f>essir 5 skrifast undir 
1 fyrsta serframkvaemi. Sidan margfaldast pad, sem eptir er af 
multiplicands, med 1, og sezt punktur yfir 4. Sidan er farifl 
ad margfalda med 1, og sezt punktur yfir 4. Sidan er farid 
ad margfalda med 9, og sagt: 9 sinnum 4 er 36, pad latamenn 
heita 40 (af pvf 6 er stdr stafur) og geyma 4. Segja svo: 9 
sinnum 1 er 9 og 4 geymdir er 13; skrifa 3 I s&rframkvseraid 
haegra megin, og halda svo Afram med pad eptir venjulegura 
haetti, og setja punkt yflr 1. Sidan taka 2 f multipHcator og 
segja: 2svar 1 gefur ekkert geymt; 2svar 2 er4, skrifast 4 naest 
haegri i s&rframkvaemid, o. s. frv. Sezt punktur yfir 2. Seinast 
tokum v6r 3 f multipHcator, og segjura: 3&var 2 er 6j pad er 
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stor stafur, og latum ver fa5 heita 10, og geymum 1. 3svar 3 
era 9, og 1 geymdur er 10, skrifa I partialproduclid sein- 
asta haegra megin, geymist 1, 3svar 6 er 18, og 1 geymdur 
er 19, skrifa 9, geymi 1, o. s. frv. 

f>essi aflferS a5 merkja staGna me5 punkti eda 65ru merki 
kann a5 ruglast fyrir manni. En f 4 er onnur a5fer5 betri e5a 
4rei5anlegri, og byggist hiin a fvf, a6 tugabrotsstaflr i producti 
eru eins margir sem i gjorondunum til samans (168). £4 er 
g63ur leiSarvfsir i fvi, a5 hafa t&lu 4 decimolunum i serfram- 
kvaemunum, fvi hiin heldur sSr e5a breytist ekki i sama daem- 
inu. fcegar eg ^vi i fessu daemi margfalda me5 hundriiSustu 
pSrtunum 2 i multiplicator, f4 er f a3 hinn annar stafur i broti 
margfaldara, og med honum eiga a5 raargfaldast 5 decimalar I 
multiplicand™, f4 s6 eg, a5 2 + 5 = 7; fa5 er fvf talan 7 
sem eg i fessu daemi a a5 bafa gaetur 4. f>ess vegna, f egar eg 
vil margfalda me5 9 f multiplicator, fa se eg, a3 J)a5 er hinn 
4*>i stafur brotsins; en f4 er 4 + 3 = 7. Eg a fvi a8 byrja 
4 3ja staf I margfaldanda nl. 1, fegar eg vil margfalda me5 9, 
(a5 frateknu fvi, afl eg margfalda naesla staf haegra megin til a5 
fa biS geymda). Eins fegar eg skal margfalda me8 2 (hinum 
5ta staf i broti multiplicators), f4 si eg, ad eg & a5 byrja 4 
o5rum staf 1 multiplicands, {>vi 5 + 2 er 7. I stuttu mali: 
eg a a8 byrja muftiplicationina a fvf saeti i multiplicands, sem 
fyllir 7. Viljir f li hafa f essa reglu framsetta i bdkstofum, fa s6 
p tala feirra decimala, sem partialproductin hafa, og J)ii vilt 
margfalda me8 hinum m<* decimal i multiplicator, f4 att f li a5 
byrja margfoldunina 4 hinum nta decimal i multiplicands, en 
margfalda f 6 hinn (n + l)u far, til a5 f4 geymdan tugastaf, og 
f4 4 a5 vera: 

m -f- n = p. 
j>essa reglu er haegt a5 heimfaera upp 4 framanskrifaS daemi i 
f essum t5Iuli5. J>a5 er annars einnig gott a8 framsetja f essa 
reglu sem subtraction, fannig: 

^ * 

n = p — m. 
Hva5 4reiflanlegu staCna f produciinu snertir, f 4 eru f eir tveir 
eins og 48ur, og 1 bactist vi5 6, far st6ri stafurinn 9 kemur 4 
eptir, svo products verSur 31,27. fcetta daemi m4tti og vel 
reiknast me5 i decimolum, nefnilega c = 2 og v = 2, f annig : 
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1426,32145 D8r er alt af p = 4. fegar marg- 

0, 021923 falda skalme8 0,02, |)4 cr 4 — 2 = 2; 

28,5264 t>& er 1426,32 multiplicand™, a8 fri- 

1,4263 reiknuSum geyraslustafnum 1. f>egar 

1,2837 Bkal margfalda me5 0,001, pa er 4 - 

285 3 *= 1, og er t>4 1426,3 multiplicand 

43 dus, og geymslustafur 2. fegarmarg- 

31,2692. falda skal me5 0,0009, |i& er 4-4 

=3 0; £& er 1426 multiplicandus, og 
3 geymslustafur. fcegar margfalda skal me 5 0,00002, j)i er 4 
— 5 = — 1; £4 er 142 multiplicandus, og 6 geymslustafur. 
£egar loksins margfalda skal med 0,000003, J>& er 4 — 6 = — 2 ; 
t>& er 14 multiplicandus, og 2 geymslustafur. Hdr hefi egkall- 
a& geymslustaf pann staf, sem & a5 margfalda einungis til a5 fa 
tugastaf geymdan. \ J>essu ver5a aetffi c og d eins og £6ur er 
sagt, og v aldrei meir en tveir stafir, og aldrei minna en 1 stafur. 
fegar heil tala er i multiplicator, £& ver5ur tn negatif tala, t. d. 
0,021923 
1426,32145 p — m = n 

21,9230 1 mult 4 —(—3) = 7, prod. 
8,7692 4 mult. 4 — (— 2) = 6, prod. 2 
4385 2 mult 4 —(—1) = S,prod. 5 
1315 6 mult 4 — = 4, prod. 5 
66 3 mtift. 4 — 1 = 3,jprod 6 
4 2 mitt. 4 — 2=2, prod. 4. 



31,2692. 
Il&r er settur punktur aptan viS multiplicandus, af Jivi n heimtar 
7 decimala. StaQrnir i heilu tola multiplicators verda a5 alitast 
sem negatifir decimalar. 

210. A5 akvarSa takmark n&kvaemninnar 1 deilingu <5na- 
kvaemra tugabrota. Skuli deila IT me5 N, og skakkinn vi9 M 
skyldr vera i a og vi5 N vera ± p, ^annig aft takroorkin 
ver5i M + q og N + p, t>& fast hinn staersti kvdti af deil- 
ingunni ^ + * og hinn minsti kvdti af ^ ~ * (58,3). Mis- 

munurinn h6r & mill! eda 

M + q _ Af — a _ 2(3fft + ifa) 
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er takmark nikvaemninnar, sem fsest vift deilingu dn&kvamra 

tugabrota, 

\ egar brotiS ^370 margfaldast i teljara og nefnara med 

nefnara hins brotsins N + ($, |>& kemur 
: 3fy + ^a + M p + qfi 

tf 3 — p* 

En feegar hitt brotid -^--77^ margfaldast i teljara og nefnara 

meo 2V — p, kemur 

Jftf — Not. — Mp + «B 

^ — p 2 

f>egar teljari hins sfdara pessara samnefnda brota er dreginn 
fr& teljara bins fyrra, kemur teljari mismunarins, og {>egar J>ar 
er undirskrifadur samnefnarinn, kemur: 

• 2(Jfp + *fo) 
A 1 — p 2 " 

f>essi sUer5 akvarftar hina mestu n&kvaemni, er tveggja stsrda 

kvdti n&5 getur. Lendi bessi mismunur milli og — . 

, 10 n 10 n + l> 

verflur kv6tinn ekki fenginn n&kvsemari en til feinnar einingar 

— *u stSttar. S8 mismunur pessi ldtinn vera tugabrot, verflur 
t>a5 aS hafa n + 1 null framan viS sig, hi5 eina & undan 

1 » . . «!• « ^ "I" ft M ft 

kommunni og ni eptir henm. Ellegar ef J^ og Y~X""ft 
reiknast hvort sir ( lagi, t>& hafa feessar staerflir hina sOmu tolu- 
siafi sameiglnlega, baeOi p&, sem eru fyrir framan kommuna og 
lika n tolustafl & eptir kommunni, og mismuna fyrst 1 (n + l)ta 
tflustaf. 

211. Daemi. V6r viljum Anna takmark n&kvaemninnar I 
tessari deilingu: 

. M — 9,80896. - a<: W 

N = 9,8696044. < A, 

Vfcr bftfum bdr til formtduno i (210), nefnilega: 

2<afp + a t «) 
jy« — p« • 

19 
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Hir roA skoda U =* 9,80896 sem (a m + 1)10% feegar m = 
0, a m = 9, og |>& verSar 9,80896 < 10, og mi setja 10 fyrir 
fca5 1 formulunni. Eios m& fara meB N = 9,8696044, og ma 
kalla t>aS (6 n + l)10 n og verdur paS einnig 10. |>a5 er og 
bersjnilegt, a8 b&8ar tOlurnar era ncerri 10. ££ verdar: 

nio* ^ io 6 / lio 7 ^ toy _ ft /io + io 8 ^ _ 

^ X. = io« ~ ^V io» J "" 

1U 10" 

10 s 1 11 

2 Io r = 2 # To 6 ' * elta - ,ggur 4 milli To 6 og To 6 ' og deiliDg " 

in getur veriS ndkvaem med 5 tugabrotestftfum. Her roitti iasta 
burt Y(vu [ samburfli vi8 10*; einnig 10 m6ts viO 10 8 . 

|>etta md einnig skoOa pannig: M og N m& l&La vera 10, 
eins og &5ur er sagt, t>ar hvort fyrir sig er svo niltegt J>vi. J>a 
verftur : 

10 • is* * m = w = 0,0000()1 



2»* darni: M= 10,926954 



0,000101 
N* - 100) 0,0p02O2^ 2 
0,00000202. 

I>eUa 0,00000202 er meira en r^ 8 og minna en T55. eios °8 

afiur er fundiO. 

_1 
10« 
_1 
10' 

U = U I narfelt 11 . -i = » 04 J « °A < 
jy = 0,4 ) 10' 10 T u '* * io 8 • 10« io 7 

b&Hj--i = B l»_ s <>_3.io J 
* io T "*" io T . io 7 * * ' io T — To 7 W~ ** io' 

U » : (0,4)1 _ _» . , 6 _ J . 16 _ J r ]? 

_3 

10*. 16* 



N =* 0,3547808 p 



I 
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f>a 160000)3,00000(0,000019 

160000 



t m 



1400000 : 

1440000 . . 

1 1 

J>4 takmark nakvaemninnar 0,00002 e8a milli — . og —.. 

1 10* 10 6 

Sanaa daenri 65ruvfsi: ■ • < 

M og N eins og a5ur. a = 0,0000005, «= 0,00000005. 

MP = 0,00000055 
UTa = 0,00000020 



0,00000075 

0,16) 0,00000150 (2 tf* = 0,16 

150 
-— = 9f og |>egar komma er sett, 0,000009 e8a 0,000010. 

lb 

N&kvaemni naerfelt 5 tugabrotsstaOr. 
Her eru skakkarnir a og p latnir vera b&lfu minni f seinni 
a5fer8inni, en I hinni fyrri, Q>vf 0,0000005 = — . -^ e og 

0,00000005 = y ' TO 7 * * fyrri a9fcr8illtli er « 0rt r48 f y rfr > 

a5 skakkinn vl5 M s6 fram undir 1 einingu hins sjStta decimals, 

1 

o: — 6 , og a8 s&, sem brotiS M = 10,926954 er fengiS fri, 

ekki had haft f& reglu, a5 auka seipasta st*f, ef hijra fyrsti 
slepti var stdr. Sama er a 5 segja urn N Og f$. Hin siflari aS- 

ferSin er her £vf betur stofnu5 en hin fyrri, pi hefdi hin fyrri 

1 1 

eins vel m&tt notast me5 bvf, a5 setja skakkana a < -tt • t^« 

2 10 8 

og P < y • ^r I>a er «p -11.- ._ = __. 
# a _ ,4 -y • ^ - 2 -T0« - FJT ** ** +Na = 

riof- * etta tv5falda5 - iJr ^.iw: °' 16 - W S iJ 

-i* X if " IBTO iUBftW'M - 16, ftA er nd- 

kvaemnin = — 5 , eins og rae5 sfBari aWer&inni. 

• • • i « t -» 
Vilji mem*, ^ii)fi;,ftg;f (210).win[Un»it, peHui* bvprt bcotifl »$r 

19* ' * 
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M. -4- & M — a. 

1 to *' y _. a °* jf 4. ft » bA er &*' langtam fyrirhafnar- 

meira. p6 viljum ter skoda t>a0 her. |>a er 

If + « 10,926 9545 If — a 10,9269535 

y — ft 0,35478075. W + S = 0,35478085. 

Hi5 fyrnt brot : 

0,35478075) 10,92695450 (30,799175 

10,6434225 
283532000 
248346525 



351854750 
319302675 
325520750 
319302675 
62180750 
35478075 
267026750 
248346525 
186802250 
177390375 
9411875. 
Hifl sfdara brot: 
0,35478085) 10,92695350 (30,799163 

10 6434255 
283528000 
248346595 



351814050 
319302765 
325112850 
319302765 
58100850 
35478085 
226227650 
212868510 
133591400 
106434255 



27157145. 
fcegar hlnn sHJari kvdii er dreginn fr& bioum fyrra 
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30,799175 

30,799163 
0,000012, 
kemur mismunur, er segir a5 eins 4 decimala vera fireiftanlega 
i staft pess, a& pegar baefti brotin voru reiknuft I einn lagi, synd- 
ist koma fram 5 decimala n&kvaemni. j»egar brotin voru reikn- 

15 
u5 i einu lagf, ffckk eg tit j^ — r^-, og tftk m8r paft leyfi, a8 

lata 15 vera =16, og pi torn At -r^-. Taki eg mirekki paft 

leyfi, p& margfalda eg saman 10 5 . 16, og deili 15 par meft, pannig : 
1 600000) 1 5,000000 (0,0000093 
14400000 
6000000 
4800000 



f>& fsst aft s6nnu eins 5 decimala n&kvaemni, eins og pegar 
petta leyfi var tekift, en p6 svo, aft kvotastafurinn 9 mi e^ki 
staerri vera, pvi p& kemur fram 4n<fcctmala n&kv&mnin, eins og 
pegar brotin voru reiknufti tvennu lagi, og pegar fekst 0,000012. 
Dragi eg mi pannig frd: 

0,000012, ef brotin era f tvennu lagi, 
0,0000093, ef brotin eru i einu tegi, 
0,0000027 igreiningur. 

Urn 0,000012 er paft aft segja, aft tftlurnar era par alls ekkert 
aflagaftar, og pess vegna virSist sd reikningur aft vera rtttur, p<S 
hann se erflftari. Urn 0,0000093 er par & m6t paft aft segja, 
aft M og N eru nokkuft aflagaftar, par tt),926954 er til baegftar 
ldtift vera 11, og 0,3547808 = 0, 4. VSr viljum nfi reyna aft 
ganga tftlunum nokkuft n«r, og l&ta M vera 10,93 og #=0,35; 
p& verftur 

1nq « 1 J 10,93 _ 1093 

1U >™ # 2 ' 10 7 — 2.10 7- 2.10» 

AO 11 0,35 35 350 1443 

°' 35 " "2 'W = 2A¥^¥a^^27\0 9 ' bUmma ~ IlV m 

Hun tvOfoldufl = 



10»* 



,.1443 10* 1443 k ./ n «rt_ni«s 1225 

** ~W X 1225= T0TT225' *' (W = °' 1225 = -W' 
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f>4 122500000) 1443,00000 (0,000012, beidur stfa kv6U 

122500000 
218000000 
2450000QO 
— 27000000. 
Htr er kominn kv6ti, sem jl5 raestu leyti er samblj<J8a hinum 
jfctta, af fevi -tMurnar em hfcr mj&g litifi aflagaBar. 

J>essa formula fyrir skakkas*«8i kv6tans heflr professor Ramus 
fratuett i sipni Stementofe Algebra, f nesta tftluliS vUjum ver 
skoBa aBra, er Fallesen og Ston kenna i sfaum I«rd6msb6kum. 

212. |>egar 6n&kv©ra tugabrot A og B skulu deilast, ver5- 

ur skakkinn: 

A A±ol_ A(B±£) — B(A±ol) 

' ~~ B B±$~ B(B±$) 

S6 brotin gjOrd samnefnd, og hid stdara dregiB frd hinu fyrra, 
J>& er eptir efri merkjunum: 

4ft — g q 
/ < b* + Bp 
S6 nti I feessu a negatift = — a (0 : dividendus of st6r), og 
ft negatift, = — p f (o: diviiar einnig of st6r), kemur 

jlp' + gg' 
' ^ #t _ £p' • 

S6 nu i aBalformtiJunm tekiS i teljaranum efra merkiB, o: 
cZtot'cferuftit of litill, og I divisor neBra merkiB, 9 : divisor of 

st6r, kemur: 

• ^ A§ + B%» 



B(B - £) ' 

j>& verBur skakkinn mestur, fcvi teljarinn i fcessu broli, er a- 
kvarSar skakkann, staekkar vi5 J>aB f og l>ess vegna skakkinn. 
far & ofan minkar nefnarinn skakkabrotsins, og skakkinn staekkar 
einnig viB |>a8. t 

|>egar a m er l&tiB merkja binn fyrsta merkjanda staf i A, og 

sBmuleiflis b R hinn fyrsta merkjanda staf i B, eins og I (203), 

l>4 m& setja 

A<(a m +l).10 m ; 6 n . 10*<fl<(& a + l).10 n 



a< -r^r> p < 



10P * 10* 
t>& far skakka/brmulan petta utlit: 



f< 
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(o m + 1). 10 m -9 + (6n + 1) • 10 n -P 



6 n . 10 n (b a . 10 n — --Y 

Dsmi saraa sem hid fyrra i (2tl): 

1 



A = 9,80896 a ^ 6 
If = 9,8696044 P < tL 



m = 0, n = 0, a m = oo = 9, 6 n = 6 = 9; 

«m+ J = 10, 6 n + 1 = 10, p = 5, q = 7. |>a er 

. 10.10- 7 4-10.10- 8 _ 1Q-6 -f- iq-< _ 1Q-6 _j_ io-« 

9 . 10° (9 . 10° — ip) ~~ 9(9—0) "~ 

io-« io-y_ J J 1 10* 

• Q< 1A6 oii-trkA o-i 4 Aft en I 



81 



81 ' 81 10 e .81^ip*.8r~10 e .81 n 10 6 .81 

10^ = J J _ _ Jl 

— 10 6 .81 10 4 .81 10 4 .10.8 — 10 5 .8. 

f>ess vegna f < ^5, JM |>a6 er ittundi parturina J>ar ur, 



10' 
J)6 h6r urn Ml, vegna ]>eirra aflagana, sem 45ur er buiS a5 gjora 

& tolunum. 

213. j>egar tvaer heilar tolur era gefnar, {>& a5 deila 
hinni staerri me5 hinni minni, og kvotinn skal &kvar5ast i heilu 
me5 einnar einingar n&kvaerani, og far til skal bafa stytta deil- 
ingu. Undirbuningur urlausnar. 

Su adferd styttrar deilingar, sem her verSur s^nd, er eignuS 
Guy. 

Bid fyrsta, sem £arer a5 gjora, era5&kvar8astafiat61u*v6tans. 

j>etta m& gj5ra Jrannig: Drag stafafjOlda deilis frd stafafjdlda 
deilanda, og set mismuninn = d 9 fa er stafafjoldi kv6taqs 
annadhvort ell e gar 

n = d+ 1 n = d 

ef fyrstu stafir deilis ver5a hafSir ef fyrstu stafir deilis ekki verSa 
i jafnmorgum fyrstu stofum deil- bafdir i jafnmorgum fyrstu 
anda. stOfum deilanda. 

j>egar . fyrstu stafir deilis ekki verda hafftir 1 jafnmorgum fyrstu 
stdfum deilanda, |>& faekka kvotastafirnir urn 1, verSur svo: n = 
d + 1 — 1 = d. 
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Dflemi upp & n = d + 1 : 
6879459 
59786. 
H&r er d = 2, og fyrsti stafar deilis 5 veriur haffior f fyrsta 
slaf deilanda 6, svo fyrsti s&rdeilandi ver&ur 68794; en vi5 ]>ri5jti 
deilinga verdur btiiS aS vinna upp allan dividendus, pannig : 
59786) 6879459 (115 
59786.. 
90085 

59786 * Ctta lAkna Cg : ( * ,# 

302999 
298930 



4069. 

f>etta mi stnttlega sji svo: 

6879459 

59786.. 

1,2,3 

Svo n = d + 1 = 2 + 1 = 3. 

Daemi upp & n = d er feetta: 

659786510127 

735406. 
Iter er d=6, og fyrsti stafur deilis 7 verSur ekki hafSur i 

fyrsta staf deilanda 6, J>a8 verOur l>vf aft hafa 7 ( 65, og mi 
skoOa petta svo: 

659786510127 _ 

7 3 5406 T&knaegC?). 

1,2,3,4,5,6. 
Og eptir 6 deilingar verSur biiiS a& vinna upp dividendus, svo 
n*=d=6. 

214. Hin stytta deiling vid heilar t6lur me& einnar einingar 
n&kvsmni. 

Tdlustafanna fjflldi 1 kvotanum &kvar8ast fyrst; hann skal 
heita y. Yinstra megin i divisor markast med einhverja 
merki, svo sem stryki fyrir ofan, einn eSa fleiri staflr, svo margir, 
a5 tala su, sem J>eir Uikna, sd j&fn eSa meiri en 2y. 0,9. S& 
nu fj61di peirra stafa, sem A eptir koma f divisor, minni en y — 1, 
c8a jofn pvf, J>a byrjar ekki hin stytta margfoldun Btrax ; beldur 
deilist eptir venjulegum haetti, unz hinir vantandi kvdtasta&r y 
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eru ordnir ad eins bvo margir, a5 pegar hinir a5 nyju afmdrkudu 

stafir framan af divisor takna tola jafnst6ra eda staerri en 2y\ 

0,9, ogpd verdi hinir 6merktu stafir 1 divisor fleiri en y — 1, pi 

afskerast peir stafir aptan af divisor, sem fram yfir eru y — 1. 

Hinn eptirverandi hluti divisors &samt mdrkudu stdfunum vinstra 

megin kallast pi hinn fyrsti divisor. En hinir merktu stafir 

vinstra megin heita hinn sidasti divisor. Af dividendus burt- 

skerast haegra megin eins margir stafir, sem hinn upphaflegi 

divisor hafdi eptir hina merktu stafi; og pad, sem pa er eptir 

af dividendus, myndar hinn fyrsta dividendus. J>essi talning 

divisora bg dividenda reiknast einungis fra l>vi er hin stytta 

deiling byrjar, en ekki fr& upphafi hinnar 6styttu deilingar. Nu 

deila menn hinum fyrsta dividendus med hinum fyrsta divisor, 

og p& faest hinn fyrsti stafur kvotans y, en ekki y, og kalla eg 

penna kvotastaf x. Med honum margfaldast hinn fyrsti divisor, 

en par vid baetist geymd tala fri margfdldun bins naesta afskoma 

deilistafs haegra megin. Framkvaemi petta med geymdu tdlunni 

subtraherast frd fyrsta dividendus, og afgangurlnn heitir annar 

dividendus. Nu skal skera nyjan staf af divisor haegra megin ; 

p& er pad, sem eptir er af honum, hinn annar divisor. Med 

honum deilist hinn annar dividendus, test p& hinn annar kvdta- 

stafur x 2 hinnar styttu deilingar. Med pessum staf margfaldast 

hinn annar divisor, og baetist par vid framkv&mid geymd tala fra 

margfdldun bins seinasta afskoma deilistafs. Hid utkomanda 

subtraherast fra hinum ddrum dividendus. f>annig er ifram 

haldidmed pvf ad afskera vid hvcrja deilingu njjan slaf af divisor. 

Loksins er deilt med hinum sidasta divisor, far a eptir er ad 

gaeta ad, hvort hinn upphaflegi divisor er minni en tala su, er 

framkemnr, pegar haegra megin til binna seinustu leifa eru nidur- 

fluttir binir afskornu stafir af dividendus; og ef svo er, p& skal 

baeta 1 vid hinn fundna kvtita. Annars skal hann l&tinn dbreyttur. 

Merk : fessar reglur hefi eg skrifad naerri ordrfctt eptir Ramus, 
og daemi hans aetla eg Kka ad nota, en medfara p6 & fleiri 
vegu. 

215. f>etta i (214) umtalada Eamusar daemi er 659786510127 
: 735406; pad & eptir (213) ad hafa 6 kvdtatafi, svo y er 
= 6. 
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73640(6) ) 65976651(0127) (897 173 
6883248. 
7146171 
6618654 



527517 fyrsti dividends, en 73540 fyrsti dtoiaor. 
614784 

12733 annar dividendus, eft 7354 annar divisor. 
7354 

5379 pridji dividend™, en 735 pridji divisor. 
5147 

232 seinasti dttrideiMhis, en 7I seinasti divisor. 
220 
735406 > 120127. 
Nu reynum v&r, hvort {>etta ys| getor veriQ y \ eptir for- 
skriptinni 2y . 0,9 «- 12 . 0,9 = 10,8* En 7, sem er fyrsti 
stafur deilis, er < 10,8; f)A verdur a6 taka 2 fyrsiu stall deilis 
73, og 4 svo a5 setja strykid yflr \A tvo stafl, en |>6 ekki strax; 
f)vf nu verdur einnig a& gaeta stafaQOldans, earn eptir er i divi- 
sor, sem er 4, en y — 1 er 5. I>4 A ekki hin styita deiling 
ad byrja strax, heldur & aS deila eptir venjulegom hetti. Kvota- 
stafurinn er 8, og me& honum roargfaldast allur divisor og dregst 
frd dividend™, eins og veigulegi er; og n«sti stafur deilanda 
fierist ofan til leifarinnar. Nu eru \>k eptir 5 stafir ofengnir i 
kvdtann. |>essa 5 . setja menn nu i forskriptina 2y . 0,9 ; verdur 
9,0, sem er meira en fyrsti stafur deilis, en strykid & ad afmarka 
svo marga stafl, ad talan, sem t>eir t&kna, si > 2y . 0,9. Her 
verdur |)vf, eins og Adur, ad afmarka 73. Nu t>ar 5 (0: hinir <3- 
fengnu staflr kv6tans) eru fleiri en 4 (o: dmarkadir stafir divisors), 
en t>essir eiga ad vera fleiri en y[ — 1 , ef stytta deilingin a ad 
byrja, J>a k enn ad vidbafa dstytta deilingu ; \)\i hdr eru tdlurnar 
ad eins jafnar, nefniiega 4 = 5 — .1. V6r deilum \>& med 611- 
um divisor 735406, tolunni 7146171 og fdum kvbtastaf 9. Vftr 
margfoldum med honum, drogum fri s&rdeilanda og fauna leiflna 
527517 eptir venjulegum haetti. flafa md reikningsforskript til 
ad sj& f hvert skipti, hvort nema skal af deili eda ei. Setjum, 
ad tala hinna eptirverandi stafa af deili s6 = e, og hinna vant- 
andi stafa kvdtans = v, pi ef: 
e < v — l •••• a, 



t>a skal ekki ttQinn 3W netoa.af deili. En. si 

e>v — 1 •••• P, 
J>& skal neraa staf aptaa af deili. Hingad til hdfum ver baft til— 
fellia a, ag fee&s vegtte er ekki edn byrjud stytta deilingin. En 
sj&um vfcr nu, hvernig a stendur: e =* 4, og v = 4, Jfvi vfct 
hofum nu 4 kvotastafi dfcngna, J)& 

4 > 4 — 1 *= 3. 
f»etta bendir oss & skitmilann {J, far fyrir byrjat nu bin stytta 
deiling. |>ess vegna skal mi nfema 1 8taf aptan af deili, {>a5 er 
stafinn 6; ver lokum hann J>vf f sviga. Nu er lika y. fundid '*= 4. 
j>£ er 2.4. 0^9 = 8 . 0,9 = 7,2. Hinn fyrsti stafur deilis er < 
7,2; t>essr vegna verdur a8 hafa tvo bina fyrstu, nefnilega 73, 
eins og ddur, og setju'rri Ver .strykid yfir t>a. Hinn fyrsti divisor 
er J>a einungis 73540. "Ver deflum fed 6 %$Uh °8 f a um 7 i 
kv<5ta. Me5 honum margfaldast 6, talan, sem skorin var aptan 

» • » 

af divisor, kemur 42,; einingastafnum b6r f sleppa menu, en 
geyma tugastaflnn 4, og leggja vi5 framkvaemid: 73540 x 7 = 
514780; kemur 614784. £etta dregst fra 527517; kemur leifin 
12733. Til hennar faerist nu enginn stafur ofan ur dividendus? 
en f j)ess stad er burtnuminn 1 stafnr a8 nyju af divisor, nefni- 
lega 0, svo naest ver8ur 7354 divisor, fessi afnumning er og 
sambljoda forskriptinni (S, fevi eptir ad 6 var afnumid, fed em 
3 staflr eptirverandi i divisor, nefnilega 540, eni kvotann vantar 
3 stafij-pess vegna 

3 > 3 — 1 = 2. 
Nii deilum ver 2 fjf| = 1, og faum 4*>a staf kvotans, enann- 
an i binni styttu deilingu. Med honum margfaldast 0, kemur. 
ekkert til geymslu ad leggja \i5 framkvaemid .7354 x 1 =7354. 
f>a3 dregst frd 12733; kemur leif 5379. Engin er nidurfajrsla 
stafs ur dividendus, en f bennar sta8 ny afnumning af divisor, 
nefnilega stafurinn 4, (J)ad erogrett eptir P), svo mi verdur divi- 
sor 735 (feridji divisor). Me5 honum deilist 5379 (feridji dividen- 
dus), kvdtinn verdur 7 (binir sidari 7 i kvtftanum). Loksins er 
afgangur 232, og er fead binn seinasti dividendus. Honum skal 
deila med seinasta divisor 73; kemur f kvdta 3, fed seg: 3svar 
5 er 15, geym 1. 3svar 73 er 219, legg hid geyrada vid ; verd- 
ur 220, frd 232 er 12. Ver sjaum, ad hinir seinustu stafir af 
dividendus 0127 hafa aldrei notadir verid, vegna afnumninganna 



soo 

af divisor. £eir era t>esa vegna akoroir aptan af dividends 
j>eir flytjast nfi ofan til hinna seinustu leifa 12, kemur 120127. 
Loktins er a8g*tt, bvort hina opphaflegi divisor er meiri e5a 
minni en t>essi tola, og fear bann er meiri, t>& baetist hir ekki 
1 viS kvdtann, svo hann verSnr 897173. 

216. Til samanburOar vi8 framanskrifaB daemi setjum ver 
}a8 bid sama bir IHrefknaS me5 6styttri dciliagu, og afmOrknm 
me5 'Standandi strykum |>ann biota damisins, er hin stytta deil- 
ing afnemur. 

73540(6))65978651j0127(897 17 3 
5883248 



7146171 
6618654 



• • 



i A M dividcndu* 527517 

7.6 = 42 *, d — 514784 



0.-. 

2|... 



x» d, II" dividendw I2732|8|l . . z, 

1.0 = x 2 d = 7354|0|6.. 100.6 = 600 



i, d» UUi dividtndxu 5378 

7.4 = 28 a? 8 d 5147 



52. x, 

42. 70.06 = 420 



x 4 d, l\^ dividend™ 230J9 107 x 4 

3.5=15 x 4 d 220|6 218 3.406 = 1218 

10|2|889. 
Allur si hluti frAdraganna, sem er vinstra megin viB stand- 
strykin, er sameiginlegur hinni dstyttu og Btyttu deilingu. feir 
hlutar fr&draganna, sem haegra megin eru vi8 vinstra standstryk- 
18, eru i hinni dstyttu deilingu. Minuendarnir b48um megin 
viO stands try kin, e8a alveg |>vert yflrum, heyra til hinni dstyttn 
deilingu. f>essir eiga aO berast saman vi8 minuendana i (215) 
f hinni stytta deilingu. Kv6tastaflrnir I hinni styttu deilingu takn- 
ast h^r f (216) me8 a? n x 2i a? a ,oga? 4l og mi fetta eptir indexun- 
untlesa: kvotastafur hinnar fyrstu styttu deilingar, annarar,|)ridjn 
og fj6r8u. Upp yflr divisor standa og tOlur, sem visa i ein- 
ingastafl hins fyrsta, annars, priOja og fj<5r8a divisors. Nu marg- 
faldast hver divisor me 8 tilsvaranda kv6tastaf, eins og deilingar- 
innar I8g gjdra ri8 fyrir, og t>egar einingastafir feessara divisora 
skulu eptir Jivf margfaldast, £& er J>a8 Mr t&knaO vinstra megin, 
t. d. 

7 . 6 « 42. 
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Einlngastafitr feessa products 2 skrifast milli standstrykanna 
med t>remtir punktum & eptir, sem takna, tins og 3 null, ad |>aer 
2 einingar merki 2 {msundir. Tugastafurinn i productinu 42, 
nefnilega 4, geymist og b»ti»t vid product naesta deilisstafs 0, 
nefnilega 7 . = 0, og fear vid baetast J>eir 4 geymdu. J>essir 
4 skrifast nu & Sinn stad i productiS x t d, lenda J>eir pi fram- 
antil vid vinstra standstrykid. J>etta er {>& b«di samkvaemt venju- 
legum margfoldunarregtum og lika reglum hinnar styttu deiling- 
ar I (214), er segja, ad med x t margfaldist hinn fyrsti divisor, 
Og J>ar vid baetist geymd tala fra margfdldun hins naesta afskorna 
deilisstafs haegra raegin. B6r var hann (6). Med feessu mdti 
verdur {)& i productinu 42 tugastafurinn 4 reglulega Mdreg- 
inn f badum deiltogunum, en einingastafurinn 2 alls ekki f hinni 
fyrstu deilingu. HSr verdur £4 adskilnadur milli deilinganna : 
pessir 2 i 42 verda i binni ostyttu deilingu dregnir fra eda 
10 fyrir ofan, koma svo 8 i mismuninn fyrir nedan, en feessi 
fr&dragning er gjOrsanilega undanfeld i hinni styttu deilingu, aS 
svomiklu leyti sem vinstra standstrykid radur. Her bid eg les- 
arann adbera nikviemlega saraan dsmid i b&dum *t6dunum,h6r 
og i (215). 

Med sama haetti er med serframkvaemin, sem & eptir koma, 
X}d y x z d, og x 4 d, ad einingastafir productanna, J)ar sem ein- 
lngastaBr divisoratma margfaldast med tilheyrandi kvotastaf, lenda 
i milli standstrykanna og verda frddregnir i hinni ostyttu deil- 
ingu, en dfr&dregnir 1 binni styttu deilingu, en tugastafimir i 
somu . productum geymast og vidleggjast vinstra megin vinstra 
standstryksins i b&dum deilingunum. Hinir undanfeldu fr&dragar 
(einingastaflrnir) milli standstrykanna eru hir 2, 0, 3, 6, ad tdlu 
4, eins og kv6tastafirnir eru margir y i binni styttu deilingu. 
Bftr ad auk koma nu adrir undanfeldir fr&dragar haegra megin 
vid hffigra standstrykid eda r&ttara sagt, fradragar i binni ostyttu 
deilingu, en undanfeldir i binni styttu, og feeir eru ad mestu eins 
margir sem binir; h&r eru feeir einum ferri. |>essi eru h8r: 6, 
42, 218. Hvernig feessir eru fram komnir, er skyrt M haegra 
megto. *, 

100 • 6 -a 600. 

f stadinn fyrir 600 stendur Mr 

6 . . 
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eJJa 6 meft tveimur pnnktom, er gilda fyrir mill; eins er 42.= 
420, og 218, gem era einingar. J>essl 218 skyldu annars vera 
1218, en |>tonndaBtafurinn 1 er hlatipinn fram fyrir sfdarastand- 
etrykift, og kominn sem geymd tala saman vi5 6, er annars stands 
skyldi milli standstrykanna. 

Nu er aft bugleifta, hvafttir|>essnm undanfelda fridrftgum get- 
nr mikift orftift i mesta lagi, til aft skekkja ritta deilingn. Tok- 
um J)6 fyrst undanfeldu fr&dragana milli standstrykanna, og setj- 
mn, aft hver peirra vaeri 9, eins og 1 mesta lagi orftift getur, pi 
v«ri t>eir til samans 9 . y eOa h&r 9 . 4 ; en Jfessir stafir milli 
standstrykanna era bfer pusimda&tafir, svo summa ]>eirra veriur 

9. y. 1000, 
eptir pvf sem f mesta lagi getur orftift. Si nil {>elta saman borift 
Vift niestu hcerri eingast&tt vinstra megtn vift vinstra standstrykift, 
sem er einingastitt bins fyrsta dividendusar, pi terSa attir hmir 
ifturnefndu 9 aft ^ pfirtum Ar einingu |)ar gildandi efmngastdttar, 
eda f tugabrotum =» 0, 9 ur henni. Af |>essu kemur \j& 

0, 9 . y . 10000, 
Sem er bin mesta summa hinna undanfeldu fr&dr&tta milli stand- 
strykanna. H6r vift baetast hinir undanfeldu fradragar hsegra meg- 
in vlfl heegra standstrykift. J>eir era aliir minni en $ einingar, 
£«r sem era milli standstrykanna. Af f)eim geta nefnilega komift 
geymdar einingar inn. & milli standstrykanna, t. a. m. i product- 
tnu 3.406 = 121 8, eins og her fuBUndastafurinn 1. En i- 
myndum oss nu, ad kvdtastafuriira x x heffti verift 9, og hundr- 
aftasUfurinn f deili efnolg 9, ))4 beffti product** orffiA 9.9 = 
81, og ef fear aft aoki heffti -9 geymdir verift, pi heffti sii tala 
orftift 90, og tugaatafurinn 9 heffti pk komizt fram A milli stand- 
strykanna. {>etta bffitist J>4, vift hina &8ors&gSu sommu, og er 
]m6 neerri eins mikift og bun var. ft>6 eru raunar tolur&ar einni 
terri). Summan verftnr t>vf undir {>a«ft aft vera 2y'.0,9 . 1OO00. 
I reglnnum (214); stendur: Af dividtndus bortskerast baegra 
ipegfa tins margir stafir, sem hinn upphaflegi tfiviscr baffti eptir 
blna merkti* atafl, ogjmft, sem £&er eptir zf^dividendus, mynd- 
ar hinn fyrsta dividend™. H6r af leiftir, aft einingin i hinura 
sfftaraefta siftasta merkta staf i divisor erhmsama, sem i sein- 
asta staf bins fyrsta dividcndusdr. f^g^ai 4 Jrvt hiwmerkta tala I 
divisor k aft vera stern en 2y' . 0,9$ £&> er Jar meft setlazt til, 
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Haegra megin vid hsegra standstryki5 : 

2000 + 0600 + 8420 + 6218 = 17238. 

fetta hvorttveggja til samans 207238. En divisor i daerainu er 
735406. |>ad vill pa svo til f J>essu daemi, ad undanfeldu fra- 
draettirnir eru svo litlir, a5 peir ekki geta raskad kvotanum, p6 
byrjad se med styttu deilinguna fyrr en reglan segir. V&rviljum 
setja utreikninginn h6r : 

"73540(6)) 6597865110127 (897173 
5883248 
714617 
661865 



52752 
51478 



1274 
735 



539 
514 



25 
21 



735406 > 410127. 
f>6 svona vilji til i pessu daemi, ad undanfeldu fradragarnit 
ver5l svo litlir, ad peir n& ekki divisor, p& er p6 aldrei vert a8 
vikja svona frd reghinni. Reglan er lika svo haeg, ad pad er 
enginn lettir i a5 vikja fra heniii, og a5 fylgja reghinni er svo 
miklu betra, sem menn eru pa 6hultir, en aldrei, ef menn vikja 
fra henni. Menn vita heldur ekkert fyrirfram um staBr5 hinna 
undanfeldu fradraga, fyrr en menn hafa reiknad p& ut me5 6- 
styttri deilingu. 

*. » 
217. t venjulegri ostyttri deilingu eru leifarnar aetid minni 

en sa divisor, sem paer framkoma af (ad frateknu J)vf, er menn 

gjora hid gagnstaeda me5 vilja, svo sem f congruentium). j>ar 

& m6ti ) styttri deilingu ber pad vid, ad leiflnverdi jofn divisor, 

vegna pess menn fella alt af stafi aptan af divisor, og margfalda 

hinn geinast affelda staf til ad fa tolu geymda. Samt verdur 

aldrei leifln stserri en divisor ad medreiknudum hinum affelda 

staf, skodudum sem tugabrot vaeri ; pvf ef svo vaeri, pa vaeri pad 

merki til, ad kvdtastafurinn vaeri of litill. Daemi: 

^ " « 

20 
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12,9) 102 (7 
90 
12. 
Vffiri t>ar 4 mdti : 

12,9) 103 (7 
90 
13, 
fd vaeri kvritastafurinn 7 of litill, \>ii 
12,9) 103 (8 
J03 
0. 

fmnnig getur afgaogurinn hfer veriB 12, en ekki stern. 

218. Su tala, sem faest meB fevf aB faera ofan til hinnar 
seinustu leifar tola J)6, sem skorin var aptan af dividendus, getur 
veriB staerri en divisor, en er t>6 minni en hinn tvdfaldi divisor. 
pvi hin seinasta leif er i haesta lagi jflfn seinasta divisor (217), 
og hinir burtvBrpuBu staBr af dividendus eru jafnmargir stOfun- 
um f hinum gefna divisor haegra meginviB binn seinasta divisor. 
Hin umtalafla tala er t>vi i haesta lagi eins stafamorg, sem hinn 
gefni divisor, og ]>6 bun bafi svo marga stafl, \)& getur \)6 ekki 
binn fyrsti stafur hennar veriB staerri en fyrsti stafur divisors. 
H8r af leiSir, aB bin umraedda tala getur veriB staerri en divisor, 
en p6 aldrei jafnstor hinum tvOfalda divisor. 

219. Dividendus I binni styttu deilingu er summa framkvsmis 
deilis og kvdta, tOlunnar, semframkom viBniBurfaersluhinnabnrt- 
vftrpuBu stafa af deilanda til hinnar sf&ustu leifar, pegar par fra 
er dregin summa hinna undanfeldu fradraga. Sfc M dividendus, 
N divisor, P kvdti, R hin seinasta leif mefl hinum ntBurfsrOu 
stBfum deilanda aptan viB sig, og E summa binna undanfeldu 
fr&draga, £4 er 

M =* N . P + B — E. 
I daeminu Mr aB framan er 

659786510127 = 735406 . 897173 + 120127 — E. 
t hinni styttu deilingu vita menn ekki E, en t>a8 var f daeminu 
207238. 
Deili menn pessari formulu meB divisor JV, kemur 
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Haegra megin vid haegra standstrykid : 

2000 + 0600 + 8420 + 6218 = 17238. 

fetta hvorttveggja til samans 207238. En divisor i daeminu er 
735406. |>ad vill pa svo til i J)essu daemi, ad undanfeldu fra- 
draettirnir eru svo litlir, a5 peir ekki geta raskad kvdtanum, p6 
byrjad se med styttu deilinguna fyrr en reglan segir. Virviljuin 
setja utreikninginn h6r : 

"73540(6)) 6597865110127 (897173 
5883248 
714€17 

661865 



52752 
51478 



1274 
735 



539 
514 



25 
21 



735406 > 410127. 
I>6 svona vilji til f pessu daemi, ad undanfeldu fradragamit 
ver5i svo litlir, ad peir n&- ekki divisor, p& er pd aldrei vert a8 
vikja svona frd reglnnni. Reglan er lika svo baeg, ad pad er 
enginn lettir i ad vikja fra henrii, og aO fylgja reglunni er svo 
iniklu betra, sem menn eru pa tfhultir, en aldrei, ef menn vikja 
fr& henni. Menn vita heldur ekkert fyrirfram urn staBr5 binna 
undanfeldu fradraga, fyrr en menn hafa reiknad p& tit me5 6- 
styttri deilingu. 

217. t venjulegri ostyttri deilingu eru leifarnar aetid minqi 
en sa divisor, sem paer framkoma af (a5 frateknu t>vf, er menn 
gjora hid gagnstaeda med vilja, svo sem i congruentktm). |>ar 
& m6l\ i styttri deilingu ber pad vid, ad leifln verdi join divisor, 
vegna pess menn fella alt af stafl aptan af divisor, og roargfalda 
hinn seinast affelda staf til ad fa tolu geymda. Samt verdur 
aldrei leifln stserri en divisor ad medreiknudum hinum affelda 
staf, skodudum sem tugabrot vaeri ; pvf ef svo vaeri, pa vaeri pad 

merki til, ad kvdtastafurinn vaeri of UtilL Daemi : • 

» ■ « 

20 
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12,9) 102 (7 
90 
12. 
Vffiri |>ar 4 mdti : 

12,9) 103 (7 
90 
13, 
J>4 vaeri kvritastafurinn 7 of Mill, fevl 
12,9) 103 (8 
J03 
0. 

f»annig getur afgaogurinn hir verifl 12, en ekki staerri. 

218. Su tala, sem fsst meS f)vi aS faera ofan til hinnar 
seinustu leifar tOlu (>&, sem skorin var aptan af dividend™, getur 
vend staerri eo divisor, en er {>6 minni en hinn tvflfaldi divisor. 
pvi hin seinasta leif er f haesta lagi jOfn seinasta divisor (217), 
og hinir burtvflrpuflu stafir af dividends era jafnmargir stOfun- 
um i hinum gefna divisor haegra megin vid hinn seinasta divisor. 
Hin umtalaSa tala er pvf i haesta lagi eins stafamorg, sem hinn 
gefni divisor, og |>d bun bafi svo marga stafl, {>4 getur t>6 ekki 
binn fyrsti stafur hennar verifl stierri en fyrsti stafur divisors. 
H8r af leiflir, afl bin umradda tala getur verifl staerri en divisor, 
en p6 aldrei jafnstor binum tvOfalda divisor. 

219. Divi dendus i binni styttu deilingu er summa frarakvsims 
deilis og kvdta, tftlunnar, sem framkom vifl niflurfaerslu hinna burt- 
vflrpuflu stafa af deilanda til binnar sfflustu leifar, pegar par fra 
er dregin summa binna undanfeldu fr&draga. Se M dividend™, 
N divisor, P kvdti, R hin seinasta leif mefl binum niflurfaerflu 
stflfum deilanda aptan vifl sig, og E summa binna undanfeldu 
fr&draga, 1>& er 

M *= N . P + R — E. 
i daeminu her afl framan er 

659786510127 = 735406 . 897173 + 120127 — E. 
i hinni styttu deilingu vita menn ekki E, en J>afl var f daeminu 
207238. 
Deili menn pessari formula mefl divisor N, kemur 
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™^~^™ ^ ^B« J ^f**» ^^--^™ PIHMA ^«"»"«B 

2V ^ N N. 

I>a5 er sannaS f (216), a5 hinir undanfeldu frAdragar era minni 

E 

a5 summunni til en divisor; pess vegna -r=- < 1 ; en pa5 

sjd menn, hvort fi er minna eda steerra en N. S4 E <. N, p& 
B 



er ~N < *' ° g 

^- milli P + 1 ; 

vegna t>ess ~ — ^. = — r= — , e5a mismunur staerSa, sem 



bdSar eru < 1, verflur a5 vera < 1, pegar t>aer eru b&Oar po- 
sitifar, pvf minuendus er staestur peirra, ef paer ekki eru jafnar 
(25,2). £6 a9 vseri B = E, pa yr5i mismunurinn = 0, og pa 

vaeri 

*f 

— = P 

if 

sem einnig er samhljoSa hdfudreglunni, a5 ^ se milli P — 1 

og P + 1. 

Sd nii R = A T , |)4 ver5ur ^ = 1, og \>& 

M = P4 .i _^ 

N r+1 A'- 

P »J" 

BrotiO tt skerflir pi pann 1, sem er fram yOr P, svo -^ 

liggur p& milli P og P + 1. 

S6 nu par a m6t B > N, pa er -^ > 1 ; en pad er sanna5 

(218), ad K < 2N. Hfcr af leidir pd, a5i deilingunni ^ getur 
heila talan i kv6tanum aldrei ordid staerri en 1, svo pamddraga 
nefnarann N fra teljaranum R til a5 fa teljara brotsins i kv6t- 
anum, verfiur pd 

B _ i _±_ R ~ N 

N ~ l + ~N * 

f»egar petta er sett inn i formuluna 

& _ P4_£_ * 

kemur 

N — r -f i -t- N y . 

20* 
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22 — N E 
Hir vita racnn ekki, bvort staerra verSur — •=— e5a — , e3a 

hvorl mismunurinn er positifur eOa tugatifur, en t>a5 vita menn, 
a9 hann er < ± I ; feess vegna 

^ mill! (P+ 1)± I. 

Af feessu kemur rcglan seiuast i (214), nefoilega: U divisor 
er minni en 2?, eOa tala sii, sem framkemur, {>egar til hjnnar 
seinustu leifar niOnrflytjast hinir afskornu stafir i dividend™, Jj4 
skuli bsta 1 viO hinn fundoa kvdta ; annars ldta hann dbreyttan. 

Dsemi, sem Bynir £etta: 37498998126 : 86923. 

8692(3)) 374989918126 (431404 
347692 1 

272979 431405 kvdti. 

260769 



12210 

8692 

3518 

3476 

42 

34 

88126 > 86923. 

Eptir (213) verBur Mr fyrirfram sfc&, a& stafafjSldi kvotans 

muni verOa 6, pvf deilandi beflr 11, en deilir 5stafl, mismunur- 

inn t>& 6, pvf hirer eptir t&knuninni t>ar ( 3 |), nefnilega: 8 verda 

ekki hafAir i 3, heldur i 37. Kvotastafirnir eru pvi 6. far naest 

er afl AkvarBa seinasta divisor, eptir regiunni (2 1 4), 2y . 0,9 - 

2 . 6 . 0, 9 = 12 . 0,9 = 10,8. Eptir fcvf aetti ad roerkjatvo 

stafl framan af divisor. En ver latum ])a8 bifla, unz buid er a9 

ikvarSa, naer stytta deilingin byrjar. Eptir f)essa tvo stafl koma 

frir stafir f'deili, en 6 stafir eru ofundnir i kv6ta, pa er eptir 

formulunni (215) 

e < v — 1 

3 < 6 — 1 = 5. 
Iter & pi ekki stytta deilingin a8 byrja fyrr en eptir tveerdeil- 
ingar. Eptir venjulegum hsetti AkvOrflum ver binn fyrsta kvota- 
staf = 4. £& vantar oss fimm stafl i kvdta. fa er_2 . 5. 0,9 
= 9,0 = 9 ; og segir t>a5, a5 enn eigi aO vera merktir 2 
1 deili: f>& er: 
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3 <: 5 — 1 = 4. 

I>& deilist enn med dstyttri deilingu og faest kvdtastafurinii 3; 
Nu eru 4 stafir 6ferignir f kv6ta; p4 2 . 4 . 0,9 = 7,2. En 
fyrsli deilisstafur er 8, og er hann stterri en 7,2; og & pvf ekki 
ad merkja nema 1 staff deili, pa eru 4 stafir, sem a eptir fylgja; 
pess vegna eptir p ( (215) 

4 > 4 -- 1 = 3. 

H£r byrjar pa stytta deilingin. Teljum vJr p4 prja stafl af 

dcili eptir hinn merkta, og skerum hinn fjtirda aptan af, sem er 

3. Holdum ver svo afram styttu deilingunni eptir ddursdgdum 

reglum, og baetum 1 vid kv6tann, par deilirinn er <C E. Her 

setjum ver 6styttu deilinguna til samanburdar. 

86923) 37498998126 (43l404||m 
347692.. 



272979 
260769 



122108 
8692|3|... 



3518|5 
347619 



1 
2.. 



41 
34 



926 
692 



6|8J234. 
Berum ver nu kvdtana saman i ba5um deilingunum, pasjaura 
ver, ad hinn retti kvdti ligguri miiii (P+l) +0og (P+l) — 1, 
og er pad samkvaemt reglunni 

f milli (P+l) ± 1. 

H&r er og summa binna undanfeldu fradraga 3000 + 9000 + 
7000 + 200 + 692 == 19892, sem er minna en deilirinn, eins 
og 4 ad vera. f>ar a m6t, ef slytta deilingin hefdi veri5 byrjud 
einum staf fyrri, pa hefdi hun (nefnilega summan hinna undan- 
feldu fradraga) ordid 

90000 + 20000 + 60000 + 40000 + 3000 + 9200 + 
7692 = 229892, 

sem er fram undir prem sinnum svo stort sem deilirinn, svo v6r 
'hdfum h£r pd daemi upp & pad, hversu <Haekt pad er, ad byrja 
styttu deilinguna, fyrr en reglurnar segja. 

220. J>essi adferd hinnar styttu deilingar er fyrirskrifud af 
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Professorunura Ramusi og Steen. En eg hygg, a5 hun muni 
pykja nokkuS umsvifamftrg. Vtl eg pvf setja Mr aftra, sem Berg 
kennir i sinni mat feniatflc, bit. 96. Hun er su, sem nu skal greina : 
Af dividend** skal skera taaegra megin einum faerri tftlustaO, en 
divisor heflr marga. far nest skal deila eptir venjulegura hctti. 
Gangi p& upp, skal bsta vift kvdtann eins mOrgum nullum, sem 
staflr voru burtteknir af dividend™. Dsmi: deilum 

5114253967531 : 87468. 
87468) 51 1425396)7531 (58470000 

437340 



740853 
C99744 
411099 
349872 



612276 
612276 



0. 

Her beflr divisor 5 tolustafi; pess vegna skerast 4 tolustafir 
aptanaf dividend™, og siftan deilist eptir venjulegum haetti 87468 
i 511425396; verftur pdkvdtinn 5847 og afgangur 0. Yi5 kvdt- 
ann verflur pvf a5 baeta 4 nullum, par 4 stafir voru skornir af 
deilanda. J>essi kvdti er r&ttur og mismunar minna en 1 einingu 
frd binum fulla kvdta. j>etta md sanna pannig : jEtti aft halda dfram 
binni venjulegu deilinga, pd setti aft frera niftur deilandastafinn 7, 
og pegar pessari serdeilandi aetti aft deila me5 87468, mundinull 
koma i kvdta, sem er bid fyrsta. |>ar nu 87468 verftur ekki 
beldur haft i 75, yrfti aft skrifa annad null I kvdta; en par eins 
fer, og ekki md deila 753 meft 87468, pd kemur priftja nullift i 
kv6tann og deilandastafurinn 1 verftur aft faerast nidur. Loksins 
par 7531 erof litift til aft deilast meft 87468, kemur fj6rfta nullift 
1 kv6tann, og leifln 7531 verftur teljari brotsins ( blondnu t6I- 
unni 58470000 g r ^V. 

Verfti par d mdt afgangur, pi deilist hann ekki meft Sllum 
divisor, pvf pad verOur ekki, par afgangurinn er minni en divi- 
sor. Afgangurinn deilist pd meft divisor, aft afnumdum bans 
seinasta staf, eins og i Guy's aftferft h&r aft f ram an, svo hSr er 
hinn retti tirai aft byrja styttu deilinguna, og halda svo dfram 
eptir Gutfs aftferft. 
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Sonnun fyrir pvf, a5 skera skuli aptan af dividend™ svo 
rnarga stafi, sera eru i divisor ad afnumdum einum, er pessi: 
Deilingin endar, og allir kv6tastafirnir eru fengnir, pegar seinasti 
stafur hins margfaldada divisors er komion nidur undan seinasta 
staf i dividendus. J>etta m& sjd 4 ollum tistyttum deilingum. 
Til pess J)vi a& sja allar legur divisors undir dividendus, paerer 
bin stytta deiling innibindur, ma telja alia stafi divisors, og f- 
mynda sfcr, a& peir vaeri skrifadir nidur undan seinustu stofunum 
i dividendus, pd lendir fyrsti stafur divisors par, sem ostytta 
deilingin & aS enda. f>ess vegna skal hfer afnema 1 staf af di- 
visor, ddur en hinna stafanna tala er nurnin af dividendus. Nu 
deilist hedan f frd me5 styttu deilingunni, en i stadinn fyrir ad 
l&ta divisorinn faerast staf fyrir staf til haegri, skal nema af hon- 
um staf i hvert sinn, svo aldrei komist hann yfir vinstra stand- 
strykid fdaeminu (216), li'ka, ef vill, ma samanbera vid daemid med 
standstrykunura i (219); t>d s6st, ad faerslur divisors, eda heraf- 
Dumningar af honum, verda eins margar, sem stafirnir ( divisor 
ad afteknum hinum fyrsla, sem er innan v&banda hinnar tistyttu 
deilingar. 

Daemi Bergs: Sama eptir Guy: 

7891) 9123(456 (1156 "7891) 91234|56 (1156 

7891 7891 

1232 12-824 

789 7891 



443 4433 

395 3945 



48 488 

47 . 473 



1. 1556. 

£egar dividendus ekki hefir divisor i ser, eptir ad biiid er ad 
skera af honum (dividendus) ddursagda stafatolu, pa skal burt- 
nema af divisor haegra megin svo rnarga stafi, ad deila megi. 
Daemi Bergs: 368475 : 25783. 
Eptir Berg: Eptir Guy: 

251783) 3618475 (14 257|83) 368|475 (14 

26 257 

10 111 

10 102 



0. 9475, 
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Din )>riSja aflferB hinnar styttu deilingar or eplir Fourier. 
Henni fileppnro vfcr Bldungia. Um hana ma lesa i Faflesen* rene 
Mathematik, bh. 128 o. n.frv. 

221. Bin stytta deiling beimferB eBa notuB viB brot. 
Reglur: 

1. AkvarBast, hversu mikla nakveemni hin gefou brot geta 

geflB eptir formulunni 2( *ff + f' a) f (210) U! (212). 

IV — — p 

2. Skal flytja kommuna I dividend™ til begri samkviemt 
binni mestu nakvaemni, eBa samkvaemt annari minni eptir geo- 

fekkni yflr n lolustaQ eptir — ^ — , ellegar , og eiga se'm- 

ast eins margin staflr aft afskerast, ellegar eins morg null batast 
viB, eptir J>vf hvort hin fyrri eda sfflari forskriptin er viOhOfd. 

Er f)4 auBskiliB, aO bin gefna sterB — ekki raskast vi5 petta 

eBa skekkist, f>ar skekkingin verdur lagfserB a eptir. 

3. Sidan skal ikvarBa kvdlastafafjBldann eptir (213) meB J>\i, 
aB faera kommuna ( deili til haegri, feannig aB eiahverjir stafir 
aBrir en null vcrOi J>ar heilir, svo s&8 verBi, bvort kvotastafa- 
fjoldinn er = d + 1 eBa = d t og tim leid aB njju faera um 
eins marga reiti kommuna i dividendus til haegri, ' svo brotid 
ekki skekkist; skeBa sfflan baBar heilu tBIurnar f deili og deil- 
anda, og akvarOa eptir feeim kvdtastafafjoldann, eins og a5ur er 
sagt. AB staerB ekki skekkist, J)6 komma sS fserB jafnmiki5 til 
haegri (eBa vinstri) f deili og deilanda, er Ijdst af (83). 

4. f>essi kommufeersla f 3 (pessum toluliB er einungis ibraS 
til aB Anna kvotastafafjoldann y. En fregar hann er fundinn, 
skal eptir honum marka fyrstu stafl deilis (eptir Guy), ogefhinir 
eptirfylgjandi dmBrkuBu staflr f deili verBa faerri eBa jafnmargir 
sem y — 1, J>a aB lata allan. deili verBa.heilan meB l>vf, aSfsera 
kommuna aptur fyrir hann, ' og undir eins faera kommuna um 
eins marga stafl f deilanda. En verBi hinir dmorkuBu stafir i 
deili fleiri, |>a sniB alia j)a af, sem fram yflr eru y, og faer komm- 
una ( deilanda urn eins marga stafl, og kasta svo brotunum burt. 

5. fessar reglur, hin 3j* og 4*a, eiga viB Quy's styttu deil- 
ingu ; en viB hina, sem Berg fyrirskrifar, & su -aBferB, a6 gjBra 
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deili og deilanda a5 heilum tSlum, me5 J)vf a5 multipUcera fa 
bada me5 J)vi tugaveldi, er hefir einsmSrg null, sem tugabrots- 

stafir eru margir f Jvi brptinn, sem hefir fm fleiri f deili e5a 

MlO n M 
deilanda, og deila s(5an eptir Bergs adferd — -^ — e6a . 

og loksins fara eptir 2" reglunni i fessum (221) tdlulid til ad 

M 

finna — . 

N 

222. Daemi: 
Deila 3 : 0,0035843927. 
Deilandi 3 er nakvsem stserfl. 

Forskript n&kvaemninnar (210) er — ^ * t . 

M = 3 a = 

N = 0,0035843927 p = 0,00000000005 
0,00000000015 = M$ 0,0035 = N 

= Nol .,..35 = N 



0,00000000015 (2 . 175 

0,00000000030 * 05 

•12125 = N* 



30 o 

T 2 — z. 
f pessum 30 eru 11 decimalar. 

t bcssum 12 eru 6 decimalar, 

1 

J>& i kv6tanum 2, 5 decimalar, og nakvaemni 0,00002 = j^ 4 

eda i tiujmsundustu portum. f>a er eptir fullri nakvaemni 

M\ V = 3 0000 

N ~~~ 0,0035843927. 
Nii faeri eg kommuna aptur fyrir 35 i nefnaranum, fad eryfir 

4 stafi til baegri, pess vegna eins f teljaranum; kemur 

300000000 , Xi # ft . . n ..... /0IQ , 
i— y kv6tastafir = d = 7 eptir (213) 

( 3 S). 

SiOan tdkum v&r alia stafi nefnarans; koma J)a 6 stafir nyir f 
nefnara og telja; t>ess vegna 
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35843927) 300000000000000 (8369618 
286751416 
13248584 

10753178 kvdti = 836,9618. 
2495406 
2150635 



344771 
322595 



22176 
21505 



671 
358 



313 
286 



35843927 > 27000000. 

Nii viljum vSr reikna sama demi meS nakvsmni f tfunduport- 
nm. Fellur pa nakvaimnisutreikningurinii alveg burt, og nsgir, 
ef vSr vilum, a8 ekki er farifi lit fyrir hennar takmark. 

. . ^|0 l 30 

P Cf N 0,0035843927. 

Ekki verSa hafdir 35 ( 30, bar fyrir, pegar komman i 0,0035 er 
ferfl aptur fyrir 35 urn 4 slafl, verfiur 

^52°0, og kvotastafir - d - 4 (»$). 

1»4 358431927) 3000000000 (8369 

m*) 286751 
13249 
10752 



2497 
2150 



347 
322 



250000. 
Kvoti = 836,9. 

Loksins viljum ver reikna petta daemi I tomum hundruflum; 

pa er 

*■ ■■ i ^ _.___.. 

*) m bfblt, afo si tolustafar, Bern er fyrit ofan m, eigi afc margfaldast til 
*l ft geymda tula. 35813 er fjnti divisor. 
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M_ = 3 

MO 2 0,35843927. 

H&r verdur ad faera kommUna urn 2 reiti, og svo ma ekki lata 
sfer naegja {>ad, ad 3 verda hafdir f 3, heldur verdur ad hafa 
ymislega staB med; og ekki verda 35 hafdir f 30; t>ess vegna 

-J?. KvotastaHr = d = 1 ( 3 °) 

I>4 ~35|843927) 30|0 (8 

28 
35843927 > 20 . Kvdti = 800. 

223. f tdiulid (211) er fundid takmark nakvaemninnar f 
fcessari deilingu: 

M _ 9, 80896 
N — 9,8696044, 
ad megi Anna kv6tann nakvaeman med 5 tugabrotsstdfum. Her 
ma flytja kommuna urn 7 reili; |>a verdur eptir Bergs adferd: 
M 98089600 



og 



N ~ 98696044 
2tf 10* _ 9808960000000 
N ~ 98696044. 
98696(044) 980896)0000000 (99385 
888264 

92632 Kv<5ti = 0,99385. 

( 9 |) 88826 

3806 
2960 



846 
788 



58 
49 



9. 
f>d svo s&j ad tugabrot sfe 6ndkvsem, eins og ver hofum lengi 
urn talad, J)d eru J)au {>6 stundum n&kvsem, eins og ver hofum 
idur sagt, og ])& mi dividera med s&rhverri nakvaerani. 

Veldi (Potestas), og rdt (Radix). 
224. Iter befir adur opt verid talad urn veldi; en einkum 
er l^dingu t>ess ad finna i (53,1), ad t>ad se framkvaemi taldra 



S16 

jafnstdrra gjSranda. Einn af fessura jafostoru gjdrdndum heitir 
rdt (radix) og t&knast meS V, er kallast rdlarmerki t. a. m. 
\/25 *= 5 ; fear 5 . 5 = 25. Rdtarvfsir {exponent radicis) kall- 
ast tola, sein stendur i klofanum & ritarroerkinu, og segir til, 
hvaS margir hinir jOfnu gjSrendur si, er aSgreinast skulu i tol- 
unni eSa stsr&inni, er rolarmerkiS stendur framan viS. t. d. 

V125 = 5, J)vi 5 • 5 • 5 = 125, og Mr era 3 jafnir gjorend- 

ur, og er hver fceirra 5. fessi start \/125 & a5 lesast: Jm'Jja 
rdtin af 125, og bun er 5. Standi engin rdtarvisir i rotarmerk- 

inu V, merkir £a8 sama sem hann vseri 2, fannig \/\ og er 
t>a8 ftnnur r6t og kallast kvaBratrdt (radix quadrata), vegna fcess 

s 

a8 annaS veldi heitir kvaOrat (quadratum). SomuleiSis Heilir V 
eOa J>ri8ja rdtin kubikrot (radix cubica), af J>vi 3J* veldi heitir 

cuftti*. MeS likum haelti heitir \/ bikva5ratr6t, af |>vf a5 fjorSa 
veldi heitir bfkvaflrat eSa quadratum quadrati. HiS fimta veldi 

6 6 

m kolluSu hinir g&mlu Surdesolidum og r6tina V Surdesolidrot. 
HiS setta veldi kSlluSu J)eir Zensicubus, af fv( kvaSraliS hit cen- 
sus, og m 6 = (m 2 ) 3 . SjOunda bit bissurdesolidum, 8<*» Zensizensi- 
zensu8,pvi m 8 = ((m 2 ) 2 ) 2 , 9*» Ou6tcu£us, £vf ro 9 = (ro 3 ) 3 . Oil 
J>essi n5fn eru nu aflogS, nema kvaSrat, cubus og biquadrat. 
Samber H. W. Clemms mathematisches Lehrbuch, 1<* Theil. 

225, 1. Skuli veldi sdmu rotar margfaldast saman, t>& ma 
gjSra faS meS |>vf, aS rita rtitina einu sinni meS summu visanna 
i vfsis staS t. a. m. 

J)vf. o m er sama sem r6tin a sett m sinnum sem factor, og 

a 11 er sama rot a sett n sinnum sem factor; fess vegna eptir 
margfdldunar reglunum (53) & stafurinn a aS skrifast einu sinni, 
en summa exponentanna verSur bans exponent, t. d. 

a* x a* = a*, 
t*vf 
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o 5 = aaaaa 
o 8 = aaa, 

J)& verdur framkvaemid 

a* . a 3 = aaaaa .aaa = aaaaaaaa = o 5 ^" 3 = a 8 , 

J)vi bdkstafirnir eiga allir fram ad kortia ur gjdrondunum f pro- 
duced, en exponentdrnir eru einungis til a5 stytta skrJplina (53). 

2. Skuli veldi sdmu r6tar deilast med veldi af soma r6t, t>& 

skrifast i kvdtann sama r6t med exponentanna mismun; J>ad er 

ad skilja: frd exponent dividendi skal dragast exponent divisors 

fcannig : 

G 5 . G 3 = a 2 m • 

fetta er sagt og sannad i (63), en verdur kann ske lj6sara 
J)annig : 

a 6 aaaaa „ 

-5 = — - — aa = a 2 . 

a 8 aaa 

Hfcr kemur j>& fram su regla (63,3), ad J>eir b6kstaflr koma f 
kv6ta, sem deilandi heflr fram yfir deili. f>ess vegna yfir hofud: 

— =a m ~ n 
a n 

Her geta nu 3 tilfelli komid fyrir, nefnilega m > n, m = n, 
og w < n. SJ m > n, J)a verdur exponent kvotans positifur, 
s& m = n, J)a verdur exponent kvotans = 0, og s6 m < n, 
J)4 verdur kvdta exponentinn negatifur. 



»% . ^ i .« * * a o k a aaaaa 

Doemi upp & hid fyrsta er -= = a 2 = a 5 — 8 = ! — 

rr * a 8 aaa 

,6 aaaaa 



a % 

hid annad er -* = a 6 — 6 = a = 1 = 



a 5 aaaaa ' 



»•«..*. o B r t o aaaaa 

hid ]>ridja er -^ = a 6 ~~ 7 = a~~ 2 



a 7 aaaaajaa. 

f>essar {)rjar deilingar geta nu lika skodazt sem hrot, og eru 
hfer veldin skrifud med Ollum factorunum i teljara og nefnara. 
Hinn sameiginlegi malir teljara og nefnara er h&r afekorinn med 
standstryki, og ma stytta |>au brot og lengja med hverju veldi 
sem vill, svo sem med |>vi veldinu, sem er leegra, J>annig : 
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hid fyrsla 



hid annaft 



hid t>ri5ja 



a 8 : 


: a 3 


a* : 


: c 8 


a 8 : 


: o» 


o»: 


: a 8 


o 8 : 


: o» 


a' : 


a 6 






1 



— 1 = 
1 

a* 



(a) 



—2 — 



i «r), 



ellegar med veldiou, sem er staerra, ])annig : 



hiO fyrsta 



h!S annad 



hiS J>rid|a 



o 8 


: a 8 


o 8 


: a 8 


a 8 : 


: a 8 


a 6 ; 


: o 8 


o B : 


. a 7 


o': 


a 7 



1 



a 
1 



— 2 



a" 

a * 






1 



i—2 



1 



a- 1 



—2 



(8) 



W 



(0. 



j>egar exponent sOmu rdtar er hina sami i teljara sem nefn- 
ara, pd er stserdin = I; og exponent kvdtans = (121); fa8 
verdur eionig synt J>annig t. d. um a 6 : 



aaaaa 



1 



1 = a . 



a tf aaaaa 
f>egar nefnarans exponent er staerri, t>a er t. d. 

a 5 aaaaa 1 1 __• _- , . ,«. 

~= = = — = -j = a—* samber(Y)og(S). 

a' aaaaaaa aa a' 

f>vf h£r hefir deilandi /acforatoluna — 2 fram yfir deili (63, 3), 

svo aeftnlcga gildir su regla, a5 draga deilis exponentinn fra 

deilanda exponentinum, eins og synt var i (63). 

Til ad hafa daerai i tolum upp a £etta draskanlega IQgmal ex- 

ponentanna, set eg a= 12, og deili med 12 hvad eptir annad, 

Jannig : 



12) 12 8 ==. 12. 


■12.12 = ^= 


12» 


• 12 3 

• l * 1798 


-» — i 


. 12 3— IU» 


12) 12* = 12 3 " 1 = 


12.12 — — = 


12* 


• 12* 

: — Hi 


* — I 


: 12* ~~ "* 


12) 12 1 = 12*- 1 — 


12 - 12- 


12 l 


: i2 l 


1 ~~ l : 


:i2 l ~" 


12) 12° = 12»~ l = 


12° 


12°: 


: 12° 


l : 


12° ~~ 


12) 12-»= 12°-» — 


1 1 

12 "* 12 l 


12°: 


12° 1 


~ 12 1 : 


12° — 12 


12) 12-*= 12- 1 — l = 


1 1 
12.12 12* 


12°: 


12° 1 


"** 12* : 


12° = 144 


19—3 — |0— S— 1 


1 1 


12°: 


12° 1 


12.12.12 12 3 


~~ 12 8 : 


12° 1728. 
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H&r er fyrstu linunni deilt me5 12, kemur fed bin Snnurfram. 
Svo er og um allar hinar. En fj6rtfi ddlkurinn, sem byrjar me5 

12^=3 €r b yg 8ur a l>vi, a5 positifur exponent i teljaranum jafn- 
gildir negatifum exponent i nefnaranum. j>annig er 

12.12. 12= 123 = 1| 8 . ^einsogf 2 = X — f (a) og (5). 

t 5ta d&lki er kunngjdr5 deiling sama brots ^ f teljara og 
nefnara. fegar teljaranum 12 8 er deilt me5 12 3 , kemur 1 i 
teljarann; og fegar 1 i nefnara er deilt me8 12 3 , kemur — 3 
e3a 12— 8 . Af feessu kemur brotabroti3: 



V12 3 ) 

sem eptir (98, 4) er 



1 ' ,2 " -J* 1*. 



(l2 3 ) 



12 s 1 



I>eUa ma og sko5a sem deilingu me5 broti eptir (98, 3) 
pannig : 

1 =1-1 = 1 12 8 _ 12 3 



(l2 3 J 



12 8 : 12 2 



Einnig ma i I>ri5ja Iagi fyrir ne3an strykid i ~~^ setja 

12° i stadinn fyrir 1, svo ver3i: 

12 3 : 12 3 

12° : 12 3 , 

t>&ver8ur frddragning vfsanna fyrir neSan stryki5 — 3 = 3 

og J>d kvdtinn fyrir neBan strykifl = 12~ 3 ; en fyrir ofan strykid 
1, eins og &5ur. f>& verdur 

12 8 : 12 3 i 

12° : 12 3 12~ 3 
eins og 45ur er fundid. 

FjdrSa lfnan i fcessari tSflu synir, a9 eins og liggur milli + 
1 og — 1, svo liggur facforatalan milli facforatalnanna + 1 
og — 1, svoaS 12° getur hvergi verifl annarssta9ar en far, me8 
t>vf exponent er ekkert annad en factoraioia. 
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V£r sjaum |>A a {tessart toflu, a3 paS er einungis iframhald 
deilingarinnar (t. d. hdr me5 12), sem kennir oss merkingu ex- 
ponentanna 0, — 1, — 2, o. 8. frv., e8a merkingu vfsisins nulls 
og hi nil a negatifu vfsa. j>etta logm&l exponentanna er pvi ad 
minni hyggju aeftro en nokkurt mannlegt samkomulag eBa raanna- 
setningar. f>a5 liggur i eSH stserdanna, sett af binum eilifa. 

Merk: |>etta segi eg, af J>vf nokkrar danskar laerdomsbaekur 
milli dra 1834—1846, J)Q g68ar sft, tala urn J>etta sem mannlegt 
samkomulag. 

Samber Bergs Fdrste Grunde i den almindelige Maihematik, 
n° 127, bis. 116, og FaUesen$ Begyndehesgrunde idcnrene 
Mathematik, bis. 53. 

226. f bdkstafabrotum, sem i teljara og nefnara eru ein- 
lifluO efla monomia, m& flytja bdkslafi urteljaranum ofaninefnar- 
annogur nefnaranum upp i teljarann, einungis me5 |>vi a5 breyta 
merkinu vi5 exponentinn i hid gagnstseda t. d. 
a* 6 6 c 2 d~ 6 e~* f- 1 g* 



d* e« f g~* a- 4 b- h c- 2 

_ 1 

— a- 4 b~ b c~ 2 d* e* f g~* 



= a 4 b* c 2 d~* e- 6 f- 1 f 



vegna feess a5 a m = — =~r^.oga- m = — — = ^ 

eptir (225). 

1 fleirliOudum teljurum og nefnurum ma einnig stundum fessu 
vi&koma. £6 verBur su breyting, sem gjOrd er i einum lid teljara 
eOa nefnara, a5 gjdrast i feim Olium, svo sem 

a ab— 1 

b~+c = HF^ 1 "' . . 

J>vf ef egdeili 6 me5 b, verdeglfka ad deila c mebb, eptir (6 1 1; 
og feegar eg pannig heG deilt Ollum nefnaranum raed b, verJeg 
lika a5 deila teljaranum med b, nema ef eg vil lita brotid b- 
faldast (95). H6r ma lika faera allan nefnarann upp i teljarann, 
t>annig : 

— a — = a(b + c)~K 



b+c 

I>6 ma hfcr ekki margfalda lidina i svigunum me3 a, og H 
vaeri sama, hver exponent sem vaeri vid svigastaerOina annar en 
+ 1. 
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227. Menn geta af negatifum exponentum baft nokkurs 
konar letti, fcegar margfalda eda deila skal fleirliduSum stsrSum 
(polynomiis), vegna t>ess b6kstafabh>tin lita t>a lit eins og heilar 
tolur vaeri. T. d. ef margfalda skyldi 



me5 



i-+^-»+K- to 



A — 3 _ ^ 

x 



og skrifa fcessa gjorendur me5 negatifum exponentum ])annig 
eptir exponentanna rod: 

a: 2 — 2a: — 2 + \x~ x + far- 2 

— a: — 3 + 2a?— 1 

— a? 3 + 2* 2 + 2a: — Ja: — far- 1 

— 3a: 2 + 6a: + 6a: — x~~ l — |a?— 2 

+ 2a: — 4a: — Ax^ 1 + f a:"~ 2 + 3a:— 8 

— a; 3 — a: 2 + 10a: + lfa: — eiar- 1 — 3$ar~ 2 + 3a:- 3 . 
MA svo skrifa framkvaemiS med b6kstafabrotum, ef vill, J>annig: 

_ & _ x * + 10x + ± - ^ - P 8 + - 8 

3 2a: 6a? 2 ' a: 8 * 

MeS likum haetti er me5 deilinguna. 

228. Beri menn saman $a5 sem sagt er f (31) og (32) urn, 
j&tandi og neitandi staerSir vifl hid mi I (225, 1, 2) umtalafia ex- 
ponentalogmal, t>a mi sj&, a5 positifir og negatifir exponentar, 
e3a setning og burtnumning jafnstdrra gjflranda, eru gagnstsed 
horf. i (32) er tekift lil daemis upp & gagnst«5ar staerSir ferO i 
norflur og sudur, o. s. frv. • Nii vitum ver, a6 vdr. getum skipt 
urn n6fn & norOarferd og suSurferO, og kallad £4 neitandi, sem 
vfcr a5ur k611u5um jatandi. Eins getum vfer meS exponentana. 
Nii viljum vfcr skoda, hvemig v&r getum eptir feessu umsnuid 
toflunni i (225, 2), og er |>a8 feannig: . 

,21 
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„; \\i) — is * it a it in — » — it«8 



^ l-±\* = l-'H = - 1 - -± = — = - 1 — 

"is./ Ml' wj' it • is /m — a 144 



<7i>- 



_J\ / i\« /_J»\* — « _ JL _ _J — -1 

isj Ms' — us' — is (_»» — I 12 



hir 



-a."! (-M° = MV— * = 1 = -i— = 1 

TsJ us' — Ms' * /no 



Ti)(i;)-'= di) -' - 



Ml 



(iJ) • W» 



= 12 



144 



isJ'is) '»»' -1 _L f-l\* 

^^____ IS * IS Ml" _ 

f -M— » = (_i\— *— »-= _i — _i_ — 1728 

Via/ — Ms" — _L _J. __L — /_1\* H*o- 

is • is • is lit' 

Hinn 5ti d&lkur 1 fyrri t6flunni er hfcr undanfeldur. 

229. Su athftfn aS Anna veldi ut af rdt J>ess, heitir po- 
tentiatio e6a upphafning til veldis, eda aO jKrieiwtra. Helji menn 
nu sSrhverja t61u a til alira vclda me5 dllum positifum og ne- 
gatifum exponentum, ft menn endalausar raSir velda, sem allar 
ganga ( gegnum t eSa a , undir eins og exponentarnir mynda 
dendanlega r65, sem gengur i gegnum 0, pannig: 

4,-3,-2,-1, 0, + 1, + 2, + 3, + 4, ..- 

•••• a~ 4 , a"~ 8 , a~~" f , a - "* 1 , a°, a 1 , a 2 , a 8 , a 4 , — 

1 1.11 

.... — __ — — 1 a Q0 aaa, aaaa, 

aaaa aaa aa 1 a ' 

Af pessum preraur linum er hin fyrsta exponentanna r55, en 

hin onnur og J)ri5ja veldanna r65, hin fyrri skammskrifud med 

txponentum, og hin sfSari langskrifu9 med factorum efla rotum. 

fegar v&r nu hngleiSum, a5 a merkir allar tdlur, (ekki einungis 

12 og T £ eins og i (225,2) og (229)), fr& sjaum vfer, a5 oend- 

anlega margar veldaraSir em til, og a5 |>aer allar krossa sig, eda 

ganga i gegnum 1, par sem exponentinn er 0; petta liggur i 

formulunni 

o° = 1. : 

SkoSura v8r veldanna radir sem dteljandi g5tur, £4 ver5a 

gatnamdt peirra f 1, par sem exponentinn er null. Yilji nu 
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nokkur spyrja: Gcta pdveldanna raSir ekki einnig gengidigegn- 
um null? Ver svorum jii, og spyrjandinn spyi 1 : Hver er par 
exponentinn? |>d svarast: veldanna. raQir ganga i gegnum 
brotanna megin vi5 1, par sera exponentinn er — oo, ef a>l, 
og par sem hann er + oo, ef a < 1 ; pess vegna aetfS 6end- 
anlega langt burtu. 

Athugi. Vaeri pessar g6tur mdlaflar, pd er au3saett, a5 paer 
vaeri ekki beinar, par paer hafa tvenn gatnamolin. J>aer roynda 
boglfnu eina, sem l hinni analytishu geometriu heitir logistica, 
eda hin logarithmiska Una. |>a5 launar sig ekki ad lysa henni 
her. 

230. f>egar m er positift, pd er 

(+ a ) m = + a m , O ra = 0, (— o) m = + a m . 
1 seinustu likingunni d a5 lesa efra merkiS, pegar m er jflfn 
tala, en nedra, ef m er oddataia (58). f>etta mh alment tdkna 
pannig : 

(±a)*» — + a 2n , (+ af n + l = + a 2n + l . 
f>etta segir: Yeldi med jofnum exponent er eetiS positift, eij 
veldi me5 tijofnum exponent heflr sama merki sem rotin. Her 
a n ad merkja hva5a tolu sem vill, po heila. Yerdur pd 2r» 
jofn tala, en 2n + 1 6jofn e5a oddataia. 

« 

231. S6 exponentinn vi5 negatifur, pd verBur merking 
veldis pess mjog a annan veg en i (230), pvf pd verflur: 

0- m = oo ••••(a), 

bvf 0-" m = — =— = oo. Samber (73). 
* m 

Se exponentinn viS einnig 0, pd er: 

0° =s indeterminate (($), 

pvi 0° = -jr — indeterminato (73, 5). 

Ef a er > 1, pa er 

a°° = oo ••••(y) J 
pvi pd yex veldiS vi5 hvern factor pes*. En sS a <C 1, pd er 

o°° = o — (5), * 

Pvf pd minkar veldid vifl hvern factor £ess, og'eins v*8 a '=*=()> 
og pd er: 

21* 
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0°° _ •••• (ft). 
Si r6Un = 1, t* w 

1° «. l .... (fl 
v!0 allar endanlegar sterSir vlsisins n, \)\i factorinn 1 staekkar 
hvorkl ni minkar, t>6 margfaldaB si mefl honom. En Jietta get- 
or veriS k annan veg, ef exponentinn er oo, {ivf {>& er 

1°° = indeterminate •••• (**)) 
c»a <J4kv6r5u5u , fevf 1 = a , samber (529), og 1°° = (a ) 00 

« a * 00 . Ed i#ponen<tnn .oo er 6&kvar5a5ur e8a indeterminatus 

(73, 6). {>e88 vegna 1°° 6&kvar8a5. fetta getum vfer e'ronig 
s&5 rae5 65rum hstti : 1 liggur & 6endanlega skorpu svsSi 
e&a briin milli launbrots, er beflr teljarann staerra en nefn- 
arann, og sannarlegs brots, er beflr teljara minna en nefnarann 
(80). Nii hefjum v&r 1 upp i veldi me5 exponenti oo, J>d blytur 
veldifl aO leggja einbversstaSar & milli oo og eptir y og 8 f 
t>essum t6(uli5 (231). En t>etta er mefi OSrum ordum: a5 veldiS 
1°° si 64kv6r5u8 stsrO. 
Ef a > 1, t>& er 

a""°° = 0, ...» #, 

l>v( a~~°° = — eptir (226) =— epUr (231, y) = eptir 

a 

(73, 6). Ef a < 1, t>4 er 

a"~"°° = oo •••• t, 
er finst me5 sama baetti eptir (231, 5). 

232. Akvftrdun rdtar af veldi eptir gefnum vfsi, heitir rot- 
arutdrdttur (extractio radiois), efla aS utdraga einhverja r6t (extra- 
here radicem). t. a. m. 

Ef 

a m = b •••• (a), 
b& er 

* m 

a =* yb !••• (ft. 
Hir er 6 veldi5, sem & a5 sundrast f m jafnst<5ra gjSrendur, 
og er hir a einn af feeim. En feetta getur stundum verifi i 
fleiri vegu en einn, sem seinna verfur frd ekyrt. 
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f t61um getur hfcr veri8 a = 2, m = 3 ; t>& er b = 8 ; 
petta er likingin (a) ; t>vf 2.2.2 = 8; J)d er og eptir (($) 2 eina 
af peim fcremur jafnstdru gjorOndum, sem liggja f 8. 

m 

f>etta o = yb ma mi aptur setja inn f (a). J>d verdur 

a m « (>/6) m = b .... (y). 
f>ad er: r6tin hafin upp til veldis med rtitarvfsinum fyrir veldis- 
vfsi gefur sama veldi. 
Sk mi aptur o m ur (a) sett inn i (y) fyrir b, J>a er 

a = y'a •••• (5). ' 

fcegar m == 2, skrifast styttra yb fyrir yb, eins og i (224)*, 

i i 

en yb = 6, pd skrifast ekki yb, heldar einnngis 6. 

233. Exponentar, baedi velda og r6ta, geta verid brotnir, 

og hafa J>a allra brota og heilla talna edli. Factorarnir geta ])a 

sundrazt og samansezt, umsniiizt og breytzt atla vega, eins og 

hverjar adrar tolur og einingar. J>egar exponent er brot, verdur 

hans eOii skiljanlegt af eOli (definition) faetora og brota. t>annig 

er ad skilja 

p 
q*{ ► . . . * 

a5 t>ad merki, a5 a skuli setjast — sinnum sem factor, og t>ad 

annadhvort, ad til sfe p jafnir factorar a, sem aptur geti sundr- 
azt i q jafna faetora, svo a5 ur hverjum einum af fceim p fact* 

orum megi taka 1 qt* part; verdur I>& setid hver /actor = a q , 
en tala J)eirra p; samber (61) um uppruna brota; ellegar a8 
J>eir p factorar flokki sig ( tvaer tijafnra faetora deildir, adihinni 
einu, sem heflr i s6r staerri deildirnar,, ver5i svo margir jafnir 
factorar, sem q er opt innifalid i p, og i hinni, sem hefir minni 
factorana, verSi svo margir minni jafnir factorar, sem afgang- 
urinn segir, pegar deilt er p me5 <j; ellegar f J>ri8ja lagi, ad 
allar deildirnar verdi jafnar, en bafl allar i sir svo marga af 
staerri factorunum, sem heila tala kvtftans akvardar og svo eins 
marga af hinum minni factorum, sem afgangur, deilingarinnar 

— sundradur med heilu tolunni, ef t>arf, akvedur. Daemi : 
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J,! _ j # a *.a*. a*, a*, a*, a*, a*, a*, a*, a*, a 3 . a*, (a). 

I>ar nu 5 er tvisvar innifalid i 13, \>& raa flokka |>essa factora 
t>annig : 

a$ = (a\ a*, a*. a*, a*) (a*, a*. a*, or. <r>) . a*, a 5 , a*. (£). 
I>elta cr sama sem 

a» = a*.cr.a*. a'' *=* a .a .cr.cr.aF == a*.a* = a * (y). 

Mi m& skipta ^essum J f tvo sladi og gjdra ad ^ , med J>vf a3 
lengja brolid J med hcilu tdhinni i kv6tanum, sem h&r er 2, og 
lcggja ofan & livcrja ciningu i henni, feannig: 

i? .= a .a . a 1 ' . a 1 * = (a.a 1 ")^ . a 1 ") = a™ . a^ = 

. a 1 ' 1 . a 1 ' 1 -= (a l »«) 2 . •■■• (&). 

Her ma, af (a) sji, ad summa exponentanna er *£, og £ess 

vcgnajafnt bddum megin vi5 jafnadarmerkid (53). Eptir (p) sest, 

a5 5 af Jjessum jofnu factorum afi liggja f 6tserdinni a, og £ess 

vegna er liver factor 5 ta rotin af a, samber (224), eda sera hinir 

gomlu kolludu turcfejo/ufrtitina af a, og sem teiknast \/a. Veldid 

IS s 

a* er pvi sama sem (V a ) 13 ' D$ r a * s ^ sl t* aptur, a5 nefn- 

ari veldisvisisins er rdtarvisir, ef bann er heil tala (rotarvisirinn). 

E5a med ddrum ordum : Flytja mi nefnara veldisvisisins i rdtar- 

merkisklofann, eda eptir (233, *) 

p q 
a* = y' a P ••• (s). 

Vilji eg draga 13<*n rot lit af a°, J>& er bun a*, sem sest af (a). 
liana fae eg af veldisvfsinum med |>vi ad deila honum med 13, 
og t>ad gjorist med tvennu m6ti (98) : annadbvort med t>vi, ad deila 
teljara \e\disexponcntsins med 13; kemur a°, eins og 4 ad vera; 
ellegar med J>vf , ad l&ta teljara veldisvisisins halda sfer, en raarg- 
falda nefnarann med 13; ^etta viljum v6r ad eins kunngjora 
fannig : 

13 613 

1 3 



V. 




i* = a 6 ' 1 ' = y «13 .... (?)> 
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eptir J)vf sem flylega var sagt, ad nefnari veMisvisisins se rotar- 

1 6 

visir (s). J>etta er nu sama sem o 5 og fad aptur sama sem \/a. 
J>ar nii 

513 6 

fa sjaum ver, a5 ma stytta veldisvisi og rotarvisi hvorn mot 5dr- 
um med sameiginlegum maeli, eins og brot. Her er fa 



ft • 18 
13 



Deilir r6tarvisisins er J)vi deilir teljarans i veldisvisinum, ef staerd- 
in & ad halda ser. f>ad er ad skilja: her verdur ad deila rotar- 
visinum 5 . 13 meS 13, og teljaranum i l T 3 eOa veldisvisinum 
med 13, en hvorttveggja er her kunngjort, en ekki framkvaemt. 

5 

Er fa audsed, ad lir f essu verdur \/a, J>vi -Jf i rtftarvisinum er 
= 4f i veldisvisinum. Latum ver nu 5 xV 3 ! rotarmerkinu halda 
sfcr, en undanfellum aS deila i veldisvisinum og skrifum 



6 • 1* 
13 




a 13 •••• (t), 

fd heldur staerdin ser ekki, heldur potenserast me5 vfsinum 13 

6 13 

og verdur ya l3 = a*, eins og i (a). J>essi staerd haggast 
ekki, fd v6r tokum hurt 13 ur rbtarvfsisins teljara og 13 ur 
veldisvisinum, fannig: 



5 

13 



V13 
a — a* •••• (x),' 

far stytta md veldisvisi. og rotaryisL hvorn m<H 5drum med sam- 
eiginlegum masli eins og brot (y\). Her sjdum v6r fa : ad um- 
snua ma veldisvisi og gjora ad rtitarvisi; einnig umsnua rdtar- 
visi og gjdra ad veldisvisi. Ellegar: ad teljari r6tarvfsis er nefn- 
ari veldisvisis, undir eins og nefnari rdtarvisis er teljari veldis- 
visis. f>etta ma styttra sanna fannig: 

13 5 11 TST 



(a^)TB- = a eptir(130), fd a 5 = y'a 

5 5 5 

t* 5 . tjt iff 

(ya) T *== a eptir (232, y), fd y a =ya\ 

6 

13 13 

far af ya= a 5 . 
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ffir eru a5 sftnmi exponentarnir i tfllum, en peir geta einnig 
verifl btfkstaflr, feannig: 



( 



n 

m\n m_ — 

,o» K = a, eptir (130), t>4 o n — Va 



I m Im 

\\'a/ = a, cpti 



b_ n 

m m 



eptir (232, y); t>& \/o = \/a, 



n 

m — 

par af \/a = o n . 
f>C8si s&nnun m&tti og vera enn styttri, og hafa einungis setn- 
ingarnar, gem hhr era vlnstra megin, t>annig: 

n 



\* n r — 



a eptir (130); 



/JL\2L 

I m Im 

Wa/ = a eptir (232, y); 

n 



m — 



J>ess vegna \/a = a 11 •••• (X). 

ViS t>essa setningu er samt nokkud aflgaeriuvert, ef a er ekki 
positif stserB, sera siSar raun sagt verBa. 

234. Nd viljura ver gjflra oss nokku5 lj6sara sumt af l>vi, 
er vfer hugleiddum i (233). £a5 er fed fyrst: DaemiS i (233, a) 

viljum vir gjOra a5 fullkomnu talnadaBmi, og lata a vera = 32. 

i • • 

I>& er 5ta rdtin fear af c& = \/a = y32 = 2, fcvi 2 . 2 . 2 

. 2 . 2 = 32. |>& er 

32^ = 2.2.2.2.2.2.2.2.2.2.2.2.2 = 8192 •••• (a) 

32 1 ! = 32 . 32 . 2 . 2 . 2 = 1024 .8 ■ fl$) 

= 32 2 . 2 8 = 32 2 i = 1024 . 32* (?) 

= (32 l i5) 2 = (32tS)« .... (g). 

Me5 margfoldum haetti qa& flokka, faera og sundra feessa gjor- 

endur. Svo er einnig eptir (233, X) 

n 

— m 3 



a 11 = Vo 
32 1 ! = y32. 
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m 

En hvernig nota megi \/a hSfum v&r enn nu ekki umtalad. 
fad m& med tvennum haetti : 1, draga n*a nStina lit af a (hun 

n 

er a") og hefja hana npp ( mta veldi; kemur a 11 = \/a, eins 
og gjort var i (233, a), og pad var her langt haegra, vegna pess 
svo st65 a t61unum; 2, a5 hefja a, sem hfcr er 32, upp i mta 
veldi, {>a5 er her npp i 13<*a veldi, og draga par ut af n*a r<St, 
sem her er hin 6*a eda surdesoUdvdt. Eins og nu stytta md 
rotarvisi og veldisvfsi hvorn m6t 55rum, svo ma og lengja £& 
(233, t], Q-); pess vegna: 

n 
m n 

y a = y a m .... ((«.). 

R6tarvisirinn — er hfer margfaldadur, med j>vf ad taka hurt 
nefnarann m; og veldisvisirinn 1 er margfaldadur med J)vi a9 
setja mi stadinn fyrir 1. ! talnadaemi voru er 

17 * is 

V32 = V32 

5 IS " 

og ma lesa \/32 & tvo vegu, eins og 32*, annadhvortad draga 
skuli 5tn r6t af 32, sem er 2, og hefja hana sidan upp i 13<*a 
veldi, eins og gj6rt er i (233, a); faest J)4 8192, eins og h6r 
(234, a), ellegar hefja 32 tipp f 13da veldi, sem er 

32 13 = 368934881474191032&2 
og draga her ut af 5tu rtitina, sem er 8192, eins og med hinni 
adferdinni. 

f>6 ekki sfe enn buid a9 s^na, hvernig draga megi fit 5ta rot 
(eda neina r6t), pa ma t>6 reyna a9 hefja 8192 npp i 5*a veldi, 
og t>4 munu menn Anna 

8192 5 = 36893488147419103232. 

Eins og margfoldun og deiling er hvor annari gagnstaed, svo 
er og velda upphafning og rtitarutdrattur gagnstaed; og eins og 
pad m& vera eptir gedpekkni manns,])egar tala skal baedi marg- 
faldast og deilast, hvort fyrr er gjort eda sfdar, a5 marg- 
falda eda deila henni ; eins er pad f veldum og r6tum hid sama, 
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hvort fyrr er gjftrt eda sfdar, a5 hefja tdluna til veldis, eda litdraga 
rtitina af henni. felta md sjd & undangangandi formulum og daemi. 

Af (233, P) og (234, P) md sjd, ad kvadratid af a margfaldad 

me5 cubus af a*> gefur sama product sem f (a), nefnilega 1024 

. 8 = 8192. fctta er sama sem synt er ( y nokkud f annari 

, J.3 is 

mynd. I h er (ai<*)* e8a (321°)* dldungis sama staerdin, pvi 

.»». is 

t>a8 er = (32 6 * 2 ) 2 , pvf 32 5" er sama sem 8192, eins og ( (a), 

en exponentamir £ . 2 ganga upp hvor d m6ti Odrum, og pro- 
duct peirra verdur = 1 eptir (130), svo par tir verdur 8192 1 = 

8192. Hefdi nu heila talan i kvdtanum — veri5 dnnur en 2, 

svo sem e, pd hefdi mdtt lengja brotiO -£ roed e, pd hefdi pad 

ordid — ; mdtti svo sundra f>a8 ( e stadi, pa hefdi komid i hvern 

oC 

3 

r-, sem mdtti leggja ofan & hverja einingu i beilu tolu kvotans 

i exponentinum. 

235. Athugi. I undangangandi tdlulidum seinnstu hefi eg ekki 
notad btikstafi til sdnnunarinnar, hva5 exponentana snertir, og 
hefi med vilja i (233, a) latid teljara og nefnara veldisvisisins ! s 3 
vera frumtolur, til ad syna, ad ver vaerum alls ekkert upp a pad 
komnir, ad nefnarion gangi.upp i teljaranum, heldur a9 somu 
reglurnar gildi, hvernig sem d tolunum stendur, og pad sfc 6- 
breytanlegt og eilift logmdl, sem exponentamir fylgi. fvi mer 
liggur vi5 ad amast vid peirri skodun og talshdttum, sem nokkrir 
danskir, pd annars g6dir og heidradir rithofundar d fjdrda og fimta 
aratugi pessarar aldar hafa tekid upp d og haldid um stund, ad taka 
pad tilfelli ut af fyrir sig, pegar nefnari exponcntsins gengur upp 
i teljara hans, og sauna pad, ad exponentareg^n pd gildi, en 
sidan segjast peir utvidka hennar gildi til brotinna exponenta, 
par sem nefnarinn ekki gengur upp i teljaranum, og sanna regl- 
juna pd ekki. j>d segja peir t. d. : V6r utvidkum her pannig 
merkingu veldis, ad par undir skiljist einnig brotin veldi, og 
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n 

— m 



komum oss saman um (wedtage*), a5 o m J)y5i \/a n , Bergs ah 
mindelige Mathematih, bis. 134. Menn hafa komiS ser saman 
um (»man vedtagem), a5 l&la formuluna gilda, Ramuss elemen- 
tcer Algebra, bis. 60. Menn hafa komid s6r saman um (»vec?- 

n 

tageU), a9 likingin \/b = a, sem ver h6fum se5 afl ekki gildir 
fyrir oil positif og negatif heil og brotin gildi staerflarinnar b 9 
])egar a skal vera ein af hinum hingaS til {>ektu (utskyrdu) tol- 
um ; skuli gilda fyrir 611 moguleg, positif og negatif, heil og 
brotin gildi staerSarinnar b, Fallesens Begyndehesgrunde i den 
rene Mathematih, bis. 170. J>essi orBatiltacki J)eirra synast m&r 
h'ta svo ut, eins og maBurinn haft nokkurn hlut a5 skipa og 
skikka i staerdanna eilifu logm&lum. En raunar er {>a9 ekki 
meining J>eirra; heldur fykjast J>eir mega rada teiknum sinura, 
og J)a5 jata eg J>eir megi, svo lengi sem J)au ekki fara a5 ljuga 
a5 t>eim. |>eir hafa tekid |)d adferd, a5 utvidka smamsaman 
hugmyndir sfnar, t. d. J)eir kalla fyrst ekki exponenta, nema [)eir 
s& positifir, siSan ekki exponenta, nema j)eir se heilir, og eptir 
J>essum utviSkunum utvidka f>eir stundum an sonnunar gildi for- 
skripta sinna. En svo farast J)eim J>annig ord um feetta malefni, 
eins og ][)a8 s& placita (Vedtcegter), sem eiga a5 vera theoremata 
(Lcere8cetninger) ; samber Innganginn i (8 3 2, 4). f>a5 sem eg 
heft nu her um talad } cr sama sem f (225) um exponent inn null 
og hina negatifu exponenta, a5 J>a5 er eins og |)essir menn hafl 
(eptir J)vf sem ordatiltaekin hljoSa) sko5a5 laerdominn um expo- 
nentinn null, hina negatifu exponenta, og mi hina brotnu expo- 
nenta sem mannasetningar (placita, i Innganginum 8, 2). En her 
1 (229), fear sem tala5 er um veldanna raSir samliktar vi5 gotur, 
er hafl tvenn gatnamdtin, synist mer vera roksemd fyrir, a5 J)essir 
lardomar s& aeSri en mannasetningar. 

236. Sferhver r6t af producti er jofn productinu af somu 
rotum factoranna, fead er 



n 

Y^c---- = (VaXVftKVc) 

n n n n _ n 



... *, 



pvf (VaVbVc ....)" = (V«) n . (Vbf . (Vc) n , 
pvi sferhver factor vinstra oiegin vifl jafnadarraerkid verdur a5 
skrifast n sinnum, ef hana a a8 hefjast upp i nt« veldi, (53, 1). 
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En pessa skript mi stytta me5 fevf a5 skrifa hvern factor einu 
sinni me5 vfsi (53). far af kemur hsgra megin vi8 jafoaSarmerkiS 

(Va) • ••• En eptir (232, y) er feetta sama sem a, pess vegna 

(VaV^yc-.--) 11 = (Va) n (V6) n (Vc) 11 .•• = abc 
og par af 

n d n n 

(VaVftVc----) = V(aJ«---) ••••(a) 

f>a5 er : n** rdtin af produeti abc er j5fn productmu af n& 
return factoranna. 

Viflbdt. SS allir factorarnir a,b, e, — i (a) jafnir, nefniJega 
a = 6 = e ••••, en veeri m aO lolu, J>& kaemi fram staeriin 

n 

Va m og likingin 

y a m = (\/a) m • • • • (P). 

J>etta er fevi sama staerflin, sem vir fundum &5ur i (234, (i) 
og peas vegna er 

n 
n n m 

y a m = ( \/o) m = y* . • • • (7). 

237. fcessi reikningsforskript (236,*) gefur merkilega reglu 
baeSi f talna og b6kstafareikningi til a5 stytta fyrir ser taknanir 
nHautdratta, og er hun ( talnareikningi pessi: 

Leysa skal tolurnar upp i frumgjSrendur dsamt exponentvm 
pcirra (113), dividera svo \e\d\sexponenti servers frumgjoranda 
me5 rotarvisinum ; setja frumgj6randann sem factor fyrir framan 
rotarmerkid me5 veldisvfsi, sem er = kvotanum ; og eptir (undir) 
rotarmerkiO me5 exponenti = afganginum. Se pd fleiri H8ir, 
sem geta fengi'3 somu r6t fyrir factor, J)4 md flytja pa liflisam- 
an, er hana hafa, loka inn i sviga, og hina sameiginlegu rot 
skrifa fyrir utan svigana eins og sameiginlegan factor. Samber 
(49) skyringuna, og (50). Daemi: 

1. ^75 = \/3.5 2 = Y^'^ 1 . 5 2 - 1 +°. 

Hinn fyrri liQur exponentsins er h8r product deilis og kvota, en 
hinn sidari er afgangurinn. Kvotinn og afgangur 1 segja, a5 
3 eigi ekki a5 skcifast vinstra megin vid rotarmerkiS, pvi {>a8 er 
3° = 1, beldur haegra megin, J>vf J>a5 er 3 1 = 3. Kvotinn 1 
og afgangurinn vi5 5 segir, a5 5 eigi a5 skrifast vinstra meg- 
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in, Jwf t>a5 er 5 1 , en ekki haegra megin, fevi t>ar er 5° = 1, 
feess vegna 

y"75 = \/3 . 5 1 = 5\/3. 
Me5 sama bsettier: 

2. \A* = V 2 • 3 * = yvn- 1 . 33,1 +° = 3 V 2 - 

Enn framar: 

3. V 80 + V 245 — V 2 -2.2.2.5 + V & • 7 • 1 

= V2*.5 + \A- 7 * 
= y2 2 -*+ .& 2 - + 1 +V / 5* ,0 + 1 -7 s - 1 +° 
= 2V5 + 7V5 
= 4V5 + 7V5 = 11V5. 
SomuleiCis : 



4.y216 = y2.2.2.3.3.3=y 28 - 38 =Y /2 *' 1 + 1 - 3 *' 1 + 1 

= 2.3V 2 - 3 
=» 6V67 
Se paC bdkstafir, sem menn hafa vifl a5 s^sla, ma hafa sfimii 
reglu, svo sem: 



5. YaW = Yaot+K b a - 1 + ( > = abY<>- 

f>essu li'kt er: 



6. Vl6a 8 6 = V 2 . 2 . 2 . 2o 8 6 = V2«o 8 6 

3 

= y / 2 8,1 + 1 a 3,1 +°6 8#0 + 1 
= 2aV26. 



7. \A U & 16 « 24 <* 86 = Vo 7,1 + 4 6 7,2 + 2 c 7 ' 8 + 8 d 7 - 6 + 1 



a^c 3 ^ 6 ^ ^ 2 ^. 



m m 



8. y a 3m+2 6 pm+l c 5in+q = y a m • 3 + 2 6 m P+ 1 C m ' 5 +<* 



m 



= o 8 6Pc 6 \/« 2 *c q - 
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9. ^V/i^* = |[\/2«- +«a»-«+ 6»-»+» — ^byYb 

238. Eins og md eplir (237) flytja factory sem eru undir 
rttarmerkinu, ut fyrir pad, me5 {>vi ad titdraga r6t £5, er rotar- 
vi8irinn segir til; svo md og pvert & mdt flytja factor, sem 
stendur fyrir utan rtitarmerkid, inn fyrir pad, med pvi ad poten- 
itra factorinn eptir peim visi, er r6tarmerkid hefir. pan nig 
verdur f fyrsta daeminu (237), ef faera skal 5 inn undir rotar- 
merkid i staerdinni 5\/3, ad kvadrera 5; kemur yZ.2b=ylS. 
Sdmuleidis i 5** daeminu, ef faera skal a inn fyrir rotarmerkid, 

ad cubera a; kemur byaa 3 = 6\/a 4 . 

239. Skuli draga r6t elnhverja ut af almennu broti, pa 
gjOrist pad med pvf, ad draga r6tina ut af teljaranum og rotina 
lit af ncfnaranum, og skrifa paer raetur i teljara og nefnara stad, 
nefnilega : 

n n 

b n 

Vb 

n n 

(\/o\ n (\/a) n 
-^— 1 = ■ * eptir (95, 3), sem er margfdldun brots 

Vb) (\/6j n 
med broti. En 

n 

(\/a) n a 

^ =- f (232, T ). 

(VW n 
Stundum verdur pessi adferd ekki hin audveldasta, beldurverd- 
ur haegra ad margfalda fyrst te\jara og nefnara med factorum 
nefnarans, upphofdum f svo hdtt veldi, ad hver peirra fail nefn- 
aranum sama veldisvisi, sem er = rotarvfsirinn, og draga sidan 
ut rotina, eins og h&r segir,, og skrifa nStarmerkid med sinum 
vfsi einungis i teljarann, en i nefnara stad factord hins nyja 
nefnara einungis i fyrsta veldi, t. d. 



it 
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3 3 S3 

Va \ /ab*c \ / ab 2 c \^ab 2 e 
6? ~ V bc*b*c ~ V 6 3 c 3 — be 
f>etta er grundvaiia5 k pvf, a5 gildi brots ekki breytist, fcdfcad 
se lengt. 

240. Se rotarvfsirinn samsett tala, ma draga ut rotina fyrir 
hvern rotarvisis-/aertor s6r i lagi, svo: 



tvi 



mn 


= 


m n 






mn 


= 


1 

a mn 
1 


eptir 


(233, 


«) 


• 


2=S 


a"™ 
1 

a m ' 


eptir (46) 
l 

n 








/ l' 


vt 







• • • • ▼ 



= (a m J'' 

- Vtf ) 

n m 



2*2 



Daemi : \/ 256 = >/256 = W256 ; 

V256 = 16, pvf*16. 16 = 256; 
\/16 = 4, J)vi 4.4 =16; 

t>& 4 . 4 . 4 . 4 = 256 og y 256 = 4. 

241. £egar r6t skal utdragast af veldi, og r6tarvisirinn og 
veldisvfsirinn hafa sameiginlegan maeli, rad burtdeila pessum maeli, 
svo hann hverfl, e5a 

up n 

y a m P = >/a m (a). 

Her er p sameiginlegur ma&lir ; samber (233, •*),#), og ef r6t- 

arvisirinn er gj6r5ur a5 nefnara veldisvisisins, kemur brolid — ' 

tnp tn " 

sem mi stytta me5 p, svo — - = — . Nii m& flytja n aptur I 

n 

rotarmerkisklofann, keraur ])& Va m , eins og &8ur er sagt, 

Merk: f (233, ft) er a5 sonnu urn j)enna sameiginlega maeli 
rotarvisis og veldisvisis talaO. En oss J)ykir ekki formulan far 
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svo fullkomin og glftgg, Bern v&r vildom hafa hana. j>ess vegna 
viljum vir baeta verk vor me8 pessum tftluliS. 

Ems og m& stytta rttarvfsiogveldisvfsi hvora & mdti og 55rum, 
bvo m& og leogja |>& ; og er feess lika getiO (233). En Mr lit 
af leiSist aptur mjdg AriOandi regla til a5 gjdra raetur af ymsurn 
stigum samnefndar. Setjum, a& peer vaeri 



m p 

Va n og Vo^ 



(essar staerOir mi skrifa me5 brotnum exponentum: 



2L I 
o m og aP. 

Brot |>e8si m& du gjora samnefnd — £ og-^ , b& verSa 

mp mp 

stsrSimar 

m — ?- mp 

p 21 mp ' (P) - 

y q = o m P = ya m « 

Skuli nii pessar staerSir margfaldast saman, {>& 4 ad leggja 
saman exponentana (53); pa verOur 

np-fmq 
m p — i-X — i mp 

y a n . ya* = a m P = ya llp + I,l « (t). 

Setjum t. d. a = 4, m = 1, p = 2, n == 3, q = 5, sem 
skrifast m& styttra pannig. 

a, m, p, n, q, 
4, 1, 2, 3, 5, 

1>& er 

y4 8 . y4 6 = 4 8 y* 6 = 64 . 32 = 2048 

y 43.2+1.5 ^ y46+s ^ y4"=y4 194304 =2048. 

f>6 ekki si hfcr buiS a5 syna kvaSratrdtar utdratt, J>4 md pd 

meo margf61dun reyna a5 kvaflrera 2048. Um y og y ertal- 
a5 f (232) seinast. 

Skuli deila pessum staerSum, einni meS annari, pi er. pad aO 
rnestu eins, pannig: 
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. « ~T n 9 up mq np~mq 

jLUL^ssszL = a m P=a m P m P = a m P = ya n P- m * 

P — 

Va* oP 

1 1 



""»-?!? mp 

a m P ya m ^ n P ••••(8). 

Gangi r6tarvisir og veldisvfsir, 8& eioi upp ( d&rum, £& mi 
stytta j)annig: 

y a mn = a m ...-(e) 

mn m 

Hin fyrri gefur vi5 styttingu me5 n \/a m = a m , sjd (232) sein- 

m m 

ast, og hin siSari sftmuleiOis yV = \/o, par veldisesponenf- 
tnn 1 skrifast ekki. 

Negatifum rtitarvfsi \i5 staerdina a mi snua f positifan } me5 
t>vf ad eetja — fyrir a, pannig : 

— n n 



V.-Vi 



— n 



V. _ .-J - V 



n 



V - (4)» - yi 

an 

I>ess vegna . 



— n 



I>etta ma langtum skemur sanna pannig : 



-D.-l 



med t)v( a5 margfalda baedi rtitarvfsinn og veldisvfsinn me5 — 1 
eptir (241, a), feegar p = — I. 

242. AS utvega ^msum ritarstaerBum sameiginlegan r6tar- 
visi. Margfalda sirhvern rdtarvfsi me5 producti hinna annara, 

22 
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og potensera siflao sterdirnar undir rdtarmcrkjunum me5 Jeim 
visi, sem jafn er feessu producli. 

m n m 

Dajmi: V aP °8 V /a<1, Hva8 ahraerirVa? t>4 er a5 ilita n 
sem product hinna annara rdinrexponenta, par staerdirnar 

m mn 

erueinungis tyaer; feess vegna verdur \/aP = \/aP n . Medsama 

n mn 

haetti verdur Ya* « \/a* m . fetta grundvallast & (241, a). 

Had rdtnvexponentamir sameiginlegaa factor, t>a ver8ur hinn 
sameiginlegi rotortxponent = ritarorponintanna minsta samdeil- 
anda (89). 

4 6 * 

IWtarstccrBirnar s&: \/a, \/56 og \/6 8 . 

' 3 4 Minsli samdeilandi 24. 

4*6 6*4 8 3 



yv- 8 , V5 4 & 4 , V*> 8 - 8 

*= Va 8 >/5*6 4 , V& 9 : Samber (241, a). 



243. Hiaum 4 hdfudgreinum addition, subtraction, multi- 
plication og division mi beita vi5 rotarstaerdir. 

Til ad addera eda subtrahera rdtarstaerdir, verdur ad addera 
eda subtrahera coefficienta peirra, og multiplicera hid utkom- 
anda me5 hinni sameiginlegu rdtarstaerd. 

Daemi: h\/b + 2\/6.=*= l\/b. 

Stundum verdur a5 leysa tdlurnar undir rotarmerkinu upp i 
gjdrendur, til feess a5 raeturnar verfli samkynja, t. d. 



2\/27 — 3>/12 = 2\/9.3— 3VTT3 = 6V 3 — 6\/S=0. 

S6 rdtarsteerdirnar, sem eiga ad adderast eda subtraherast, 
ekki samkynja og verSa ekki gjOrdar pad, J)d verdur ekki annad 
gjOrt, ea kunngjdra athafnipnar med + og — . 

Skuli margfalda r6tarstaerdir, er hafa sama rtftarvfsi, pk marg- 
faldast staerdirnar undfr rdtarmerkinu saman, og setjast undir hid 
sameiginlega rdtarmerki. HaQ rotarstaerdirnar coefficienta fyrir 
framan rdlarmerkin, \A margfaldast £eir samaa ut af fyrir sig 
(241, j},,' T ), t. d. ( a + \/b)(a-Vb) 
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a + y/b 
a — \/b 
a 2 + a\/b 

— d\/b — b 
a 2 — 6. 
HSr er \/b margfaldad mc5 y'6, t>ad gefur eptir reglunni 
y& 2 = 6, J)vi vaeri J>a9 skrifad me9 veldisvisi, £& vaeri pad 
&£ x £^ = 6. Eq — kemur fyrir framan, par + \/b x — y 6 
eru oh'k merki. Hafl rotarstaer5irnar ^mislcgan visi, verdur fyrst 
ad titvega ]?e\m sameiginlegan visi, eptir (242). 

Skuli deila rotarstaerdum, {>& ef rotarvisirinn er hinn sami i 
deili og deilanda, gildir formulan 

m m 



\/a \ /a * 

m~~ — Y b 
Vb 

eptir (239, *). En se rdtarvfsirinn ekki hinn sami, verdur fyrst 

ad utvega rdtarstaerdunum sama rotarvisi, samber (241, 8). 

244. Brot, sera hafa r6tarsterd i nefnaranum, geta opt 

ummyndazt f dnnur, sem einungis bafa han$ f teljaranum. Yid 

3 

pad ver3a brotin opt haegri i medferdinni, t. d. kt/t? marg- 

3\/5 3N/5 
falda med V/5 teljara og nefnara, kemur r-*~ = -—. Her 

Z . o 10 

Y/9 5 V45 

ma setja 3 inn undir rotarmerkid, kemur ~T7r~ ■* ^r?r *=■ 

io- 1 y*b = yio- 2 . 45 = y T $s = yo,45. 

Hafi brotin pessa mynd: 

a ~* a 
eoa 



p+Vq p— W 

J>a ma margfalda fyrra brotid i teljara og nefnara me5 p — yg, 
en hid sidara med.p + yg, l>vi eptir (54, Z>) koma pa tvd 
kvadrdt af lidunum p og \/q me5 — i milli 1 nefnaranum, 
pannig: 

p+V<z (M-V<?)(p-Vg) p 2 — q 

na g _ q (p+Vg) == q P+ a Vg ^ 

p-V$ ~ Ap-Vq) ip+Vv) p % - q ph 

22* 



3iO 
Me5 likum haetti er 

M\/n \/n\ «\/«— a\/n 



a a{\/ p —Vq) a\/p—ayq 



Vp+V* (Vp)'-iW p-</ 

yp-yg (Vp)»~(W = p-« 

[>d a5 fleiri liOir si i nefnaranum, \>& m& hafa s6mu a8fer5 . 
t. d. 



me5 [>v( a5 margfalda me5 \/n-f \/p— \/q. Til t>ess mi nola 
formuluna (a), ef maSur heflr hana fyrir sir, og setja p < henni 
= \/n+ Vp I feessari staerO; kemur {>& 

oV n ^"°Vp — a Vfl 

En (\/n+Vp)« = n+2\/n . Vp+p cptfr (54, A) = n+2Vnp+p 
= n+p+2\Znp, |)& verSur nefoarinn n+p — g+2V n P> fe v * ^ 
er bezt a5 I4ta 2\/r?p vera seinast. BrotiS verSur £a: 
4Vn+Vp— Vq) 

« ill — m^^— ^— ~— 

*+P — <?+2\/np. 
Sfdan yrkja meon upp & n jjan stofn til a5 burtryma 2\/np ur 
nefnaranum, me5 J>v( a9 margfalda teljara og nefnara me8 
n+p— g— 2\/np, og vi5 |>elta fer rttarstaerflin algjOrlega upp f 
teljarann. 

245. yi er 64kv6r5u5 sterB, |>vf a = 1, og merkir fa 
a allar t61ur ; dragi eg 0^ rdt ut b&Bum megin, kemur 



er t>4 a 6&kvar5a5, eins og ABur, og\/l 6&kvarBa8. £etta md eiaa- 

ig skoSa frannig: 

D i 

yi = ^l = l0=:l oo = uufctemtmafo (231, i|l. 
A l 

y a = ya = a ° = a . Si nu a > 1, b* er a = 
oo. Si a < 1, t>& a°° = (231, y, 8). j>ess vegna V« 

o 

annaBhvort oo eoa 0; en si a = 1,]>& er ya=yi tnd«kr- 
mt'nafum. 

246. Si r6t heillar tfilu ekki heil tala, I>& er bun ekki 
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beldur brot, sera med endanlegum tokim verdi framsett. (|>annig 

or5ar professor^Ursm petta theorema). Eda sb \/a ekki heil tala, 
pa er hiin ekki =—, pannig ad p og q sd heilar tdlur. V6r 

megum gjora r&8 fyrir, ad — sfc 6styltanlegt, pvf heffti p og g 

sameiginlegan maeli, J>& maetti stytta brotid med honum. Afpessu 
Ieiddi 

P n 

a = — 

J>4 getur g n ekki gengifl upp i p n , par allir frumgjdrendurnir eru 

dsameiginlegir (128), (134), (135). En prdtt fyrir petta erheimt- 

P n 
a5, aft — s6 heil tala, J)egar pad skal vera = a, sem gefid er 

q n 
ad s6 heil tala. En med einu mdti er petta p<J mdgulegt, nefni- 
lega ef tolurnar hafa 6endanlegan stafafjolda, pv( p& er horfinn 
allur mismunur heilla talna og blandinna og pess vegna all- 
ur mismunur maelingar og mselingarleysis. H6r af leidir aptur 
a5 v&r ekki getum framsett slikar raetur nema med tinakv&mum 
brotum eda 6nakvaemum tugabrotum ellegar afkubbudum period- 
ishum kedjubrotum eda 6endanlegum series. Svo md jafnvel aft 
ordi kveda, ad tugabrot med 6endanlegum stafafjolda s& nokk- 
urs konar tiendanlegaf series, p6 ekki sd haegt ad sja ldgmal peirra. 
En pad er bot f mali, ad menn geta minkad skakkann semmenn 
vilja og eetid fundid hans takmdrk, t. d. 

V5 = 2,2360679774997 + 

8kakkar ekki urn 1 tfubillidnasta part. Evadratid af pessu broti, 
* eins og pad er her, er <C 5, en se fyrir seinasta stafinn 7 sett 
8, pa verdur kvadratid > 5. Sama er ad segja urn alia staflna 
f pessari bldndnu tolu, s£ hann aukinn urn 1. 

247. Staerdir, sem eru positifar eda negatifar og getasetzt 
i brotlikid — , pannig ad p og q sfc heilar tdlur, kallast ratio- 

! ? nales (fullmaeldar), af pvf paer fullmaelastaf einingunni eda henn- 
ar pOrtum; paer kallast einnig commensurabiles einingunni. far 
a m6t kallast paer staerdir irrationdles (ofullmaeldar), sem ekki 
verda settar i nakvaemt brotliki. pessar kallast einnig incom- 

f' mensurabiles (osammaeldar einingunni). pad er audsaelt, ad allar 



342 

beilar tolur eru rationalar, J>vJ t>ar cr q =* 1. Ilia rationdla 

» 1 1 

sUerS - - = p . — mtelist med — , sem er p sionum innifaliS 

q q q 

i rationolu staerflinni, en 1 — q. — og — er q sinnum folginn 

n q q 

i eioingunni. BaeOi \/a, |>egar a er ekki veldistala n** 8 tigs, ems 

n 

og \'hl (24 6), einnig \/ 6 t>egaraog6ekki eru veldistdlur nta 

Btigs, eru irrationdlar^ svo sem y i~ . S6 {>ar a mdti a og 6 veld- 
istolur n** stigs, fa kallast, bid istyttanlega brot - brotin veld- 
istala n<* stigs, svo sem $ er brotio veldistala annars stigs, J>vi 

V* - §• 

248. I>ar rot beillar tola N = a 11 ekki getur verid endan- 
legt brot (21G) lUheimtir nakvaemur rotarutdrattur, ad par se 
onnur heil tala a, sem uppbaOn til nt* veldis sfc == JV = a"? 
eda ad 2V upplcyst i sfna frumgjdrendur se rneO utlitinu 

N = o 11 = pjPi^^^JP* .... samber (130). 
Verdur \)'& n*» rdtin: 

a = jpf f jpf 3 2>$ 3 ' * * # ( a )« 

fad vcr5ur f)vi ekki uldregin nakvxmiega kvadratrot af odrum 
positifum heilum tolum en peim, sem eru i pessari rod: 

1 2 , 2 2 , 3 2 , 4 2 , 5 2 , 6 2 , 7 2 , 8 2 , 

eda 

1, 4, 9, 16, 25, 3G, 49, 64, (g); 

eru pa kvadratracturnar pessar 

±1, ±2, +3, +4, ±5, ±6, ±7, +8 ( T ). 

Eins verdur ekki titdregin kiibikrdt nakvaemlega af ddrum po- 
sitifum heilum tolum en peim f pessari rod : 

1 3 , 2 3 , 3 8 , 4 3 , 5 3 , 6 3 , 

eda 

1, 8, 27, G4, 125,216, (8). 

Ktibikraeturnar eru £>a 

1, 2, 3, 4, 5, 6, '(e). 

Yfir hofud \er5ur ekki utdregin n<*r6t nakvaemlega af odrum 
positifum heilum tolum en peim, sem eru i pessari rod: 

l n 2 n 3 n 4 n 5 n 6 n (0; 



343 

ntu raeturnar eru fa, ef n er j6fn tala : 

±1 ±2 ±3 ±4 ±b ±6 (ij); 

en se n oddatala, fa eru faer 

1, 2, 3, 4, 5, 6, («•). 

Ef nefnilega n er j5fn tala, f & eru nto raeturnar tvaer af somu 
tdlunni, samber (y) og (tj), su eina positif og hin onnur negatif, 
t. d. ef n = 2 raeturnar af 5 n = 5 2 = 25 eru f cssar: 
y25 = + 5, t>vi + 5 X + 5 = + 25 
\/25 = — 5, fvi — 5 X — 5 = + 25. W " 

S6 n = 4, sem einnig er jofn tala, f& er t. d. 

V 1296 = + 6, fvi + 6 X + 6 X + 6 X + 6 = + 1296) 

4 } (*). 

yi296 = — 6, fvi — 6x — 6x— -6X — 6=+1296J 
j>elta leidir af (53), far sem li'k merki i multiplicator og multi- 
plicandus gefa + f productid, hvort sem fau eru + eda — , 
fess vegna verda kvadratraeturnar tvaer: su eina af tveimur plus- 
urn, og hin onnur af tveimur minmum. En kvadratid verdur i 
b&dum tilfellunum positift, og exponent kvadratsins er 2, sem er 
jofn tala = n. I 3ja veldi er exponentinn n — 3, far eru J)vi 
3 factorar. Binir fyrstu tveir gefa +, hvort sem rotin hefir 
verid positif eda negatif. |>egar nu fetta positifa product k aptur 
ad margfaldast med r6tinni, fa koma J)ar li'k merki, ef rotin hefir 
haft+, endlik merki, ef hun hefir haft — ; hiO fridja veldi faer 
fvi seti'5 sama merki sem r6tin; far af leidir aptur, ad rotin hefir 
sama merki sem veldiS. Rotin verdur far fvi ekki nema ein; 
samber (s) og (ft). 

Yfir hofud, fegar exponentinn n er jofn tala = 2m, far sem 
m er heil tala, verdur, f egar rotin er negatif: 

(— x f m = . x 2 ™ (X) ; 

far a m6ti, fegar n er oddatala = 2m+l, ver5ur 

2m 

Af fessu leidir, a5 ya hefir tvdfalt gildi, fad er ad skilja, 
ad raeturnar eru tvaer (verulegar), hin eina med merkinu +» °S 
hin onnur med merkinu — , hin positifa potenserast fannig: 

(+ or) 2m = x* m • (v), 

en hin negatifa, eins og 4dur er sagt l (a), svo ad fegar a eda 



v< 
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veldifl er positift, heflr ritin i x baefii positifa og negatifa 
merkiDgu, pegar e?ponenttnn er = 2m; ea afi tftltrani era Jar 
J)6 jafoar, nefnilega b&fiar = a. T. d. \/l = i 1, samber (y), 
pafi er y 1 = + 1 og — 1 ; V4 = ± 2, pafl er + 2 og 

— 2, samber (y); sfimuleifiis y 16 = ± 2, samber (0 og (ij), 

p v f (± 2) n = (± 2) 4 = (± 2)* m = (± 2)*- 2 = + 16 efia 2 
.2.2.2 = +16og — 2. — 2 = + 4og + 4.— 2 = 

— 8; og — 8 . — 2 =+ 16, svo yi6 er baeOi + 2 og — 
2, e&a ± 2 9 samber (•*]). £ar & mdti verfiur : 

a (I) 

ekki nema ein (vcruleg), og pafi anna&hvort positif efia negatif, 

eptir pvf hvort a er positif efia negatif. Hingafi til h&fum ver ad 

eins litiS skofiafi pafl tilfelli, pegar a er negatift, {>vi vfer bofura 

ad eins sagt urn 3J* veldi, afi rdlin fengi par sama merki sem 

veldifi, eins og (p.) synir, t. d. yi = -|- 1, y — I«-l, 

yi25 — : + 5, 6amber (s), og \/— 125 = — 5, pvf — 5.— 

5 . — 5 = — 125; \/— 32 = — 2. Slikar sterfiir, sem 
hafa verulegt tolugildi mefi + efia — merki, kallast reales (veru- 

2m 

■ 

I legar). far a mdti geta Va, pegar a er negatif, dmogulega 

&kvarfiast mefi einni tfilu,vegna pess engin tala verfiur opptaafln 
i 2mta veldi, pannig afi utkomi negatif tala. fessar staerfiir, ef 
staerfiir skal kalla, sem ekki eru realar, kallast imaginarice ((- 

myndafiar), t. d. \/ — 1. j>vf pafi er dmfigulegt afi finna p4 
tfilu, sem kvafirerufi gefl — 1. Hvafia tala sem tekin er og 
Lvafirerufi, hvort sem bun er positif efia negatif, p& gefur bun 
+ eptir (a). En s& bun 0, pa kemur l kvafiratifi, og se bun 

m 

oo, p4 kemur oo 2 = oo f kvafiratifi. Eptir (232, y) er (y&) m 

— b, pess vegna 
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(V— l) 1 = - 1 •— (o), 

(V— i) x (V-i) = - l ....(ic), 

einnig 

- V-i x -yzr= - 1 <p), 

vegna pess — og — fyrir framan \/ eru lik merki og gefa pvf 
+, sem laetur — merkid i (tc) halda ser; ver5iir J>vi kva5rati5 
eins og i (tc) = — 1. far & moti, ef margfalda5 er saman 

p& er + og — fyrir framan \/ <SIik merki, og gefa — , og pelta 
— snyr vi5 merkinu i — 1 i (tt), svo pad ver5ur +1. 

249. Athugagrein. 1 tilliti til (o) og (x) i (248) kynni ein- 
hver hugsa, ad kynni vera 

ty-i) 2 = +i 

eptir reglunni (243) til ad margfalda rotarstaerdir, par svo segir: 
ad margfalda skuli saman staerdirnar undir rdtarmerkinu, og setja 
paer stdan undir hid sameiginlega rotarmerki. J>a kynni einhver 
fara svo ad: 

(y_i,« = (V-D . (V-i) - y+i, 

par — margfaldad med — gefur + (53). En pessi efasemd 
hverfur pannig: f>egar nu skal aptur samkvaemt rtitarmerkinu 
litdraga r6tina af + 1, p& eru par tvser kvadratraetur, hin eina 
med + °S hin onnur med — , eptir (248, y); kemur p& til 
skodunar, hverja peirra skuli taka. Taki eg +, pa er 

V + 1 = + 1 (248, T ); 

pa aetti ad vera 

(y_„. _y=I.y=T- + i ; 

kvadratrotin af pessu vaeri pa: 

V-i = V+i 

y+1 = + 1 (248, y); 

pi y_i = + l. 

JEtti nii ad kvadrera pelta aptur, pd yrdi med pvf ad varpa 
burt r6tarmerkinu vinstra megin, og er su burtvOrpun kvadrering, 
en kvadrera haegra megin med margfoldun 

- 1 = + 1, 
sem er 6sannlegt (absurdum). Hin positifa rot getur her pvi 
ekki stadizt. V6r toktim pa hina negatifu; pa er 



346 

V / +T=-l --(248,7), 

og pa er kva9rati9: 

(>/_,)« = yzr , . yzi . _ i. 

A3 petta so r&tt, sest & sjalfri spurninguoni : Hvert er kva5- 
ratiO af kva5ratrdtinni af — 1 ? pv( svarid liggur i sjalfri spurn- 
ingunni, li'kt og i pessari spurningu: liver var fafiir hans Ja- 
fets Noasonar? 

250. Ver hofum seo, aO (V— •)" — — 1. Veldin afV^l 
eru pa pessi: 
(V— 1)° = + 1. Sja (121), (225, 2). 

(V-iji - yZT. 

(V-l)« i. 



(V-i) 8 — V-i, pvt - i . V— * = - V-i- 



(v_i)« ,= + ^jvi (y^n* . (\A-i)« =--i . - 1 =+ 1. 

(V-i) 5 = V— i, N+ i . V-i — V— i. 

(V-i) 8 1, pvi i-V^i) (-V^T) — i- i . — i = — i. 

I>cssi veldi m& og eptir venjulegum hactti Anna med pvi ad 
margfaida hvert nsslundangonganda meo V--i> °S koma pau 
pa aptur og aptur hin somu an aOats i fjorliSudum umferdum; 
teljum ver umferdirnar raeo m, og latum r65 peirra byrja a 
pannig : 



II 



KV-D 1 = (y-i) 4m + 1 = + l . y-t = y~ t (V= 

g j( V-i)« = (y-p 4m + a ^ + i . — t » — i (V^ 

(Y— 1)» B ( y— i) 4a +» i , y— i =— y— i (y r 

'(y— i) 4 = (V— i) 4m +° = — i . -i = + l -(yr 

1" l <y-*) 8 = (y-i) 4m+1 = + t . v-i = v-i (V- 

KV-D 6 •= (V-\) im +* = y- t . yzi = -i (yr, 
k (V-D 7 = (V-i) 4u, + a - -l . V~i = -V-i- 

|>annig er endalaust aframhaldid me5 exponentana og veldin, 
pegar m = 2, 3, 4, &->•• 
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Til aB finna m, mi deila exponentinum meB 4, heila talan f 
kvotanum segir m, leifarnar verSa [»a 0, 1, 2, 3, og J>etta upp 
aptivr og aptur. S6 fa leifin jofn tala, eda 2, f 4 er veldi5 
verulegt {realt), nefnilega + 1 vi5 0, og — 1 vi5 2. S6 leifin 
6jSfn tala 1 e5a 3, fa er veldid fmynda5 efla staerBarfmynd (ima- 
gincert), nefnilega +V—* Xl ^ *> en — V—" 1 w8 3. fessa reglu 
er gott a5 hugfesta, t. a. m.: Hvernig er 10 d a veldiB e5a 
(y~i) 10 ? Svar 4 i 10 er 2svar, og 2 afgangs; fess vegna 

(V-i) 10 = -i. 

251. Eining su, sem imynduBu staerBirnar telja, er y — 1, 
og f6 a8 faer komi fyrir i annari mynd, ma umskapa J>aer svo, 

a5 y — 1 verBi factor feirra; pa verBur su staerB, sem y — 1 

er margfolduB meB, a5 coefficient staerBarinnar y — 1, t. . d. 

\/ — aer=y-{-a. — 1 = ya.y — 1. H6r er ya real staerd 

og coefficient imagincerce staerSarinnar y — 1. J>essi coefficient 

er fa tala su, sem telur, hvad opt tekin er imyndaBa einingin y — 1. 
f fessum skilningi ma kalla imynduBu staerBirnar staerBir og tol- 

ur, sem telja y — 1, sem sjilft er alls engin tala, heldur for- 
mula, sem krefur tolu, sem alls ekkiertil, nema f verold imynd- 
ananna. f>ess vegna eru imynduBu staerBirnar fyrr og sidar kail- 
a8ar imaginariu, og mdtsettar hinum reolu eBa verulegu. I- 
mynduBu staerBirnar hafa einnig opt veriB kallaBar 6mogulegar 
staerBir, f6 menn nu & dog um amist viB pvf nafni. f>egar faer 
framkoma i reikningum, takna t>aer tilveruleysi staerBa, eins og i 
boglinufraeBinni ma finna dtoluleg daemi til; en t>egar menn sjalflr 
innfaera faer I reikningsforskriplir, geta menn latiB faer vinna 
npp hver aBra, aB ekki verBi annaB eptir, en verulegar staerBir 
eins og i trigonometries. |>aer hverfa einnig meB fvf aB verBa 
realar, fegar faer koma upp f 2 a ^,4^a, 6* a ••• • veldi, einsog i (250) 
er synt. Af f essu eBli feirra eru faer mjog hentugar til aB um- 
mynda formulur meB, og setja dendanlegar series i endanlega 
mynd. faer eru nokkurs konar snildarbragB reikningsmeistaranna. 

252. Skyring. j>a8 tilveruleysi staerBa, er imynduBu staerB- 
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Irnar takna ( boglfnufr&Binni, erflBruvfsi en tilveruleysi pa5, sem 
milliB taknar. Nullifl er utgangspunktur eBa uppbaf staerBarinn- 
ar og paflan vex bun annaBhvort i positift eBa negatift horf. En 
fmyndaBa stierBin er gjBrsamleg neitun allrar st&r&arinnar, svo 
huD mi bvorki vera positif, null, xA -negatift ogheldur ekki oo, 
pvf oo er bin Bnnur samganga milli positifs og negatifs. f bpg- 
linufrsBinni (sem stundum kallast geometric* analytica, og stund- 
um geometria sublimior og analysis infinitorum) taka menn s6r 
beina Ifnn, lagBa helzt f gegnum boglinuna miBja, sem pa kail- 
ast fis (axis) einnig a6*ct«su-lfna. f pessari Knu taka menn &6r 
fastan punkt, og msla tit frA honum, t. a. m. bs5i til hsgri og 
vinstri sjdlfviljugan spotta eBa spOl, er beitir abscissa, og takna 
bann optast meB x. Upp eBa niSur frA a&ctsatf-endanum maela 
menn helzt pverbeint aBra Knu BsjAIfraBa upp eBa niflur, pangaS 
sem boglinupunktnrinn er, kallast su Una ordinata og taknast 
meB y, ef punkturinn er fyrir ofan, en — y, ef hann er fyrir ne5- 
an a&tciMu-asinn, eBa rittara sagt, y getur orBiB stundum posi- 
tift og stundum negatift. Nu hafa menn formula, sem kallast 
liking bogHnunnar, pcirrar sem um er a5 nefla, svo sem : 

y - ± \/a«-*» 
er liking hringsins, og par i a halfl pvermaelir, er par x reikn- 
aO frA miBju. fmyndum oss nti, aB x sd positift maelt til hagri, 
en negatift til vinstri. Setjum nu, aB a vsri = 10, og ein- 
hverjum skyldi pdknast aB vita, hvaB shir pessa hrings halfabreidd 
vsri, par sem er x = 5 ; pA reiknnm vir ut y eptir formulunni 
og Idtum vera x = 5, pannig : 

y = + V 10 2 — 6 8 ~ 

— + V 100 — 25 

= ± V™ 
y = + 8,66. 

Bringspunkturinn fyrir ofan Asinn er pa + 8, 66 og annar 

fyrir neBan asinn = — 8, 66 aB reikna frA Asnum. Eins em 

aBrir tveir vinstra megin viB miBjuna, par sem x = — 5, J>vi 

(— 5)* = + 25, sera dregifl frA 100 gefur 75, og y = ± 8, 

66 rfctt eins og haegra megin var. Latum oss nu Anna ordinot- 

una, par sera er x = 10, pa er: 
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y = ± o. 

■ 

|>elta y = -J: t&knar, a5 Mdir hringpunktarnir liggi f asn- 
u m, og eins er vinstra megin. Nullid visar pannig & ffssan 
punkt. Nu viljum vcr finna halfbreidd hringsins, par sem x = 
+ 15; p& reikna eg eins At y fyrir + 15, pd er: 

y = + VlO 2 — 15 2 

= + V 100 — 225 
= + V— 125. 



Her er pd komin fmyndud staerd y =* 4; V — 125, = Hh 

V^o.— 1 = + V^5"-V— ! = ± H,18V— ^ sem 8e &" 
ir, ad hringurinn had J)ar alls enga ordinbtu eda halfbreidd. 

Eter sjaum ver pa gldgglega mismuninn & utilising staerdarneitun 

og imyndudu staerdarinnar staerdarneitun. Nullid visar a vissan 

punkt og segir, ad boglinupunkturinn liggi f dsnum, en fmynd- 

ada staerdin segir hann s& hvergi. Ber er nefnilega komid ut 

fyrir hringinn. 

Med oldungis sama haetti er sporbaugslns (ellipsis) liking, 

y - ± i y*=*. 

En 6 er par hinn halfl minni As, eda halfbreidd i gegnum 
midjuna, en a er hinn hdlfl lengri as. f>essu likt er med fleyg- 
bogann (parabola). Sj4 Z7rsm* stjOrnufrsdi utlagda af Jtinasi 
Ballgrimssyni, bis. 94, og Fischers edlisfraedi utlagda af sira 
Magnusi Grfmssyni, bis. 45, 46. Parabolu-UMng er: 

y = + Vp*> 

pegar abscissurnar x eru maeldar frd hvirflinum og p er para- 
meter eda fleygbogans breidd i gegnum brennipunktinn. Hvenaer 
sem x er tekid negatift, pd verdur y imagincert og neitar allri 
breidd og nullinu Ifka. Parabola hefir tvo dendanlega kjdlka. 
Enn nu merkilegri er hyperbola 

ellegar sti, sem er einfaldari, hin jafnblida hyperbola 
y = ± V* 2— a * 



350 

par sem 6 = a. Ilun er fyrir pa5 mcrkilegri, a5 imaginary, 
stacrflirnar slita hana f sundur I tvent, pvi frd x = til x = a 
verfla allar ordinoturnar imaginarim, og pa5 alt eins vinstra meg- 
in sem hcegra megin, |>vf a? = — a kvaflrcraS gefur + <* 2 > 
svo nP 

= ±o, 

og boglfnan verflur par i dsnum, eins og haegra megin. f>ar a 
m6ti, ef tekid cr x > a, hvort sem er haegra megin efla vinstra 
megin, pa ver9a ordinoturnar realar, svo boglinan faer 4 oend- 
anlega kjalka, 2 til hargri og 2 til vinstri, med sundi & milli fra 
x = — a til a: = + a, par sem ordinoturnar eru imyndaflar. 
En I sjalfum pessum takmorkum a; = — a og a? = + a eru 
ordinoturnar = 0, og liggja par tveir hvirflar hyperbolunnar, er 
horfa hvor m6t oflrum, en beina linan milli peirra heitir hyper- 
bolunnar staerrf As, og eru k honum engar ordinotur, eins og 
fiftur er sagt. Enn nu merkilegri eru ptiboglinur paer, sem eiga 
s8r frdskilin egg, efla eggmyndafla bauga (eggbaugur, Oval a 
dOnsku, pyzku og frakknesku) og fr&skilda depla, pegar eggbaug- 
urinn verdur a5 punkti. Eggbaug hefir t. a. m.: 
y = + \/ xix—b)(x+e) 

og frdskilinn depil 



,-±.ys 



Eggbaugurinn liggur milli x = — c og x = i fyrri liking- 
unni; fraskildidepillinn liggur i x = 0, i sidari likingunni. Her 
vfsar x = b a hvirfil boglinunnar i baflum, en c er lengd egg- 
baugsins, sem er = i seinni likingunni. Sj4 Ramus, Analy- 
tics Oeometri, bis. 107. Ellegar Bourguet, Trails elementaires 
de ealcul differenlicl et de calcul integral. 1 dcild, bis. 223. I 
pessum b6kum eru myndirnar uppdregnar. 

253. f>6 afl imyndudu staerBirnar sfc algjordar neitanir stsrfla 
eins og ver hofum s6fl f (252) sannaS af boglfnufraedinni, pa 
mega menn p6 ekki halda, afl dygfl peirra sS einungis par i inni- 
falin. |>aer likjast t staerflafraeSinni loptsiglingunni i e51isfrae5inni, 
pvi hugurinn getur & hinu imagincera loptskipi eins og haflflsig 
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upp fra fastri jor5u, siglt fram og aptur i tilveruleysisins ginn- 
ungagapi og horB5 svo lil jarSarinnar aptur, J)egar hann vill, og 
a pann jar5fasta klett, sem honum {)6knast. Uppa J>etta skul- 
um v&r nii mi strax sja daemi. Af J>vf sem ver hofum se5 a5 
undanfornu, hafa flestar tolur verulegar raetur, sumar rationalar 
sumar irrationalar. Hinar positifu hafa 2 raetur af jofnum stig- 
um, a5ra positifa, aSra negatifa; hinar negatifu hafa eina rot 
me5 sama merki sem veldiS (248, \ jx, v). En mi faum vSra5 
sja, a5 raetur hverrar t51u eru alls miklu fleiri, J>vi |)aer eru aetid 
eins margar sem einingarnar i rotarvisinum, og |>ad eru imagi- 
nceru raeturnar, sem vi5 baetast. 

Yer viljum fyrst gefa nokkur synishorn rolanna af 1, t>a er 
fyrsta rotin af 1 einungis ein, nefnilega 

yi = 1. 

Ontmr r6tin af 1 eru tvaer, nefnilega : 

yi = ± i, 

t>vf + 1 X + 1 = + 1 og — 1 X — 1 = + t. 

J>ri5ju raeturnar af I eru ferjar, nefnilega ein reol, |>vf (+t) 3 
= 1; (ekki ( — l) 8 , |>vi t>a5 er = — 1), og tvaer imyndaSar, 
nefnilega: 

2 

A5 I — 1+V — 3 I = 1, sest |>annig: Tokum fyrst teljarann 

V 2 / 

og cuberum hann, svo: 

— 1 + V^T rotin. (a) 

— l + \/Z3 rotin. ' (P) 

- V^3" - 3 ( T ) 

1 — 2\/— 3 — 3 kvaOrat hennar. 
_ 1 4 -' \/—3 rotin. 

— 1 + 2\/— 3" +3 (8) 

+ V— 3~ +2.3 — ZV ^S (s) 

— 1 + 3V^3 +(1+2). 3 — 3\/-f 3 i cubu * ritarinnar (?) 
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sama sem 



— 1 + 3V— 3 + 9 — »V— * h). 

DJr gengar upp + 3\/— 3 m6ti — 3\/— 3 > W er c P tir 
-1+9 = 8; 
t>essir 8 eru cubut teljarans. Eins er 8 cubus nefnarans, J>vf 2 s 
= 8, pess vegna cubus brotsins = J == 1. j>ar me5 er t>a 
sjnt, a5 ofanskrifaS brot er |>ri5ja r6t af 1. 

Merk: |>egar y~$ k a8 margfaldast me8 sjalfu ser l (a) og 
(g), pi kemur — 3 ( (y); samber (249). f>essir — 3 verOa ad 
+ 3 ( (5), vegna |>ess J>ar er roargfaldaS mefl — 1. f (e) kem- 
ur + 2 . 3 af margfdlduninnt — 2y~z me5 +yzi, J>vi fyrst 
margfaldast coefficientarnir — 2 X + 1 = — 2; sidan raeturn- 
ar yrs x V~ti t>ar af kemur products «= — 3 eplir (249); 
J>ess vegna : — 2 x — 3 = + 2 . 3 (= 6), ellegar, pegar & 
eptir skal samanleggja, er betra a8 skrifa 2.3. 1 (g) s&t sam- 
lagningin 1.3 + 2.3 = 3.3 = 9. 

MeA sama hsetti & og a5 hefja bina fmynduSu rdtina 

2 

upp ( fcriflja veldi. En nii viljum vir breyta til, og taka ekki 
teljarann sfcr og nefnarann sir, einsog ifyrra sinni, heldurb&da 
1 einu lagi, pannig: 

-i-lV-3 

- 4 - i V~9 



+ i V-3 


-i • 


3 


i + i v-» • 

- 4 - 4 V-s 


-i 





- 4 - i V~3 + * 

-i V~a + j.3 + iyzs 

- * - t V-3 + | + * V-3 = $ = 1. 

f>annig hofum v6r {)& sd5, afl bddar fmynduSu raeturnar paten- 
seradar gefa veldiO = 1. 

FjtirSu neturnar af 1 eru fj6rar, tvcer verulegar + 1 og — 1, 
og tvaer Imynda&ar: ± V^i, svo aS 
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(+ O l = \/l = + 1 

.(+i)l = -yi =- i 

(+ i) 1 = + V-i 

(+ i)* = - y-i. 

Menn hafa tekid ser ba reglu e5a komiO sir saman um, a8 
lata binn brotna yeldisexponent takna allar raeturnar, en ritar- 
merkid skuli takna einungis reala positifa r<5t Reynum nii i- 
myndudu 4*>» raeturnar: 



+ V-i 


-y-i 


+ V- 1 


- V-i 


+ — 1 kvaSrat. 


+ -i 


V-i 


-V=i 


— \/— i J>ri8ja veldi. 


V-i 


V-i 


-V-i 



kvatirat. 



|>ri9ja veldi. 



— — 1=+1 fj<Sr8a veldi. — — 1 = + 1 tj6r8a veldi. 

Her Jiykist eg hafa fundiS samlikingu minni staO, nefnilega a5 
sigla i tilveruleysis ginnungagapi me5 J>vf a3 potensera fmyndaSa 
staer5, og koma.nidur & jafdfastan klett, eininguna. 

254. VSr viljum einnig gefa nokkur synishom ritanna af 
— 1. 
f>& er 



y=l - -i __ 
V-» = ±V-i 



V-i = -. _ 

°S h i 1 V— 8 u ' nar tvaer neturnar. 
Hva5 r«67u briSju retina snertir, ba er 

—1.-1.-1= —1. 
Nu er aS prifa binar imaginceru: 

iiiV~s 

* ± i V~3 

} + iV"3 

± jr V~3 — £ . 3 

1 ± 1 V~» - ! kva5rati5. 

23 
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I>etta mi nu samandraga pannig: 

± 1 v~» -J 

4 d: 4 V-s T ^ n e ' a raeturnar. 

+ i V-3 - i 

+ i • - 3 + I V~ 3 

I>ri8ja vcldi = _£ — £ = — J = — 1. 
Fjdrdu ratarnar af — 1 eru fjdrar, en engin rebl, heldtir all- 
ar fmyndaSar. Tvaer af t>eim eru 

VI ± V~h 
f>etta m& eptir (237) skrifa t>annig: 

V* ± V4V-i 

V4 ± V4 V~i 

4 + 4 V-i 
+ 4 V~i - 4 



4 ± V^} - 4 

= i V-i> sem er kvaSrat beggja. 
Nu |>arf ekki annaO til a5 Anna fjdrda veldifl, en a5 kvaflrera 
kvaSratiB; kerour t>& — 1. 
Dinar aSrar tvaer fmyndu3u raeturnar eru 

- V* ± V4V- 



- V4 + VW" 






4 + V- 



4 



4 = + V-i, kvaSralia, 



og feegar t>a5 er kvadreraS, kemur einnig — 1. 

HofuSreglan ura pessar mOrgu raetur verdur k6r ekki framsett. 
En J>eir sem numid hafa trigonometriu, geta lesiS Eamusar 
Algebra og Functiorufare, bis. 145. 

255. f undangangandi tdlulidum (253) (254) er einungis 
tala8 urn raeturnar af + 1 og — 1. En l>egar menn vita paer, 
erhaegt a5 finna imagincBru raeturnar af ollura tolum, hvortsem 
J)8er eru posilifar e5a negatifar. f>6 utheimtist etunig, a5 menn 
kunni aD utdraga eina reala r<H af tOlunni (hvad ekki hefir enn 
nu h&r kent veriD nema me5 tilraunum). Setjum mi, a5 talan, 
sem imaginceru rseturnar eiga a5 dragast ut af, s& a, og afial- 

n 

nit hennar (radix principalis) sd \/a, J)a er 
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n n n n 



y a = y aA== y a y x . 

|>4 er au5se8, ad allar n*« raeturnar af a fast me3 |>vi a9 
margfalda adalrdtina af a med ollum n<a rtitunum af 1. Somu- 
leiOis er. 

n n n n 

y^a = y«T3T = y <, y~\ , 

sem segir, a5 n*a raeturnar af — a faist me5 {>vf ad margfalda 

adalrdtina af a med ollum ntn rftunum af — 1. J>annig er {>& 

yflr hdfud. 

l i 

(+ a)»= Va (± 1)" . 

256. Daemi : 

A5 Anna 4*>u raeturnar af 625 og — 625; J)aer eru: 

(+ 625)i = V625 (+1)1 = 5 . + 1 = 5 

(+ 625)1 = V625 (+ 1)1 = 5 . — 1 = — 5 

(+ 625)1 = y625 (+ 1)1 = 5 . + V~i = 5 \f~i = y r*5 

(+625)1= y 625 (+1)1=5.— y:ii = — 5y~ i=— yZ25. 

A5 5 er 4*a rot af 625, sSst af 5 . 5 . 5 . 5 = 625. 

A5 — 5 er 4*a r6t af 625, sSst af — 5 . — 5 = + 25 og 
25 2 = 625, sem er quadratum quadrati e5a bikvadrat af — 5. 

A5 5\/~i er 4*a rot af 625, s6st af (5yzi) 2 = 25 . — 1 
= _ 25, og (— 25) 2 = + 625. 

A5 — 5\/~i sfc 4*>a r6t af 625, sest af (— bV~\) 2 = 25 . 
— 1 = — 25 og (— 25) 2 = + 625. 

Sama er a8 segja urn V^25 og — \/^2$, fvi kvadratid af 
hvorutveggju er — 25, og kvadratid fear af er + 625. 

Enn framar: 

(_625)l=V625(-l)i= 5(>/i+ViV^ 0= bVl+bVW^ 

(_625)1=V625K1)1= 5(Vi-ViV-i)= Wh^WW~^ 
(^625)l=V625(-l)l=5(--\/i+V4V~i)=--5Vi+5V|V— i 

(-.625)1=V625(— l)l=5(— Vi— VW~^=-^Vi-^VW~^ 
Til a5 reyna, hvort pcssar her settu raetur eru rfcttar 4*>« rajtur 

23* 
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af — 625, verBur a8 kvaflrera hverja peirra tvisvar. Tokum fyrst 
5y'4 + b\'l Y'~ii °S kvaSrerum hana eptlr (54, A), og setjum 
a = 5\4,og b =r 5Vi V~i, p& vcrOur 
a t + 2 oft + 6* = 25.1 +2.5V* . 5\/l V~i + 25 . * . — 1 

= 25.4 + &0.* .y~i — 25 . i 
= + 25y~i. 

|>egar petta 25y~i er aptur kvaflreraS, kemur — 625. Sorau- 
Icldis md kvaflrera 5y* — &V4 V~i eptir (54, Q, pannig: 
a« — 2a6 + 6' = 25 . i — 2 . 5>/i . 5>/i yZ~i — 25 . i . 1 

= — 50 . * . y~t 

— — 25\/~i. 

fcegar petta — 25V — l er °P tur kvaSrerafl, kemur — 625. 
\ir getum nu, ef viljum, kvaftrerad naestu r6t me5 margfOldun, 
pannig : 

— 5\/* + 5V'J V~l 

— 5y* + &\'i y ~i 

25.1— 25 . i V^i 

— " 25 . * V~i — 25 . * . 1 



25 . i — 2.25.i V-i — 25 . i 
«= — 25V~i, 
pclta aptur kvadreraS gefur — 625. 

S6 nu farid eins raefl seinustu ritina — b\/^ — bVW-h 
pa ver8ur kvaSratiS = +25y~i, og bikvaSratifl = — 625. 

257. f>ad er kallad liking (cequatio), pegar sama staerS er 

sett eda &kv6r8u5 b48um megin vid jafna8armerki8. JEn urn 

likingar Aformum ver a5 tala stdar i likingarfraeSinni). En af J)vi, 

scm v6r hOfum sagt um hinar ymislegu raetur somu staerSa, pa 

Icidir pa8, a8 stundum kunna ad vera mismorg ver5 {valor; 

valores, pegar fleiri eru) haegra megin og vinstra vi5 jafnadar- 

mcrkiO, t. d. 

m 
a = \/b. 

Vinstra megin hefir pessi liking 1 verS e8a gildi a, en haegra 

megin hefir hun tv6 verS, ef m er j6fn tala, en eilt, ef m er 

oddatala. En sd fmyndudu raelurnar taldar me8, pa skrifa menn 

Jikinguna heldur pannig: 

a = b m • 
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Eru ])& m raeturnar e5a verdin haegra megin. [>ess h&ttar likingar 
me5 mismflrgum verdum vinstra og haegra megin kallast ofullar 
likingar {cequationes incompletes), svo sem 

a = \/b, 
})vi vinstra megin er eitt gildi, en haegra megin eru tvo gildi, 
positift og negatift; og par a8 auki eru haegra megin tv6 fmynd- 
u5 gildi. f>essa dfullu likingu ma lesa fan nig eOa skilja: a er 

eitt af hinum 4 verSum, sem liggja ( yb. |>ar & m<5ti heita 
I>aer fullar likingar (cequationes completes), sem hafa jafnmorg 
verd badum megin vi5 jafna9armerki5, svo sem : 

(V*) 4 = b, 
sem m& fannig lesa: Sfcrhver 4**r6t af b, hafln upp i 4^«veldi, 
gefur 6. H6r er ekki nema eitt gildi baflum megin, Jjvi fo byrj- 
a5 sfc k ymislegum r6tum staerdarinnar b, fa koma allar leiO- 
irnar saman f staerSinni 6. 

258. A5 utdraga kva0ratr6t af geflnni tolu. 
Eptir margfoldunartOflunni (45, 2) geta menn flj6tt se5, milli 
hverra beilla talna kvadratraeturnar af tolunum alt til hundrads 
liggja, ellegar eptir fessari tdflu: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, kva8ratr6t, 
1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, kvaSrat. 
Her eru raeturnar ( efri linunni, en kva5rotin f hinni nedri. Af 
henni ma einnig sja, afl hin fyrsta kva0ratr6t, sem ritast mcfl 
tveimur stofum, er 10, og a5 hennar kvaflrat er hin fyrsta fn- 
stafafla tala = 100. Her af leiQir fd, a8 serhvert tvistafad kvaS- 
rat hefir einstafaSa r<5t. Haft menn staerra kvadrat, svo sem J>rja 
e9a fj6ra stafi, ma skera aptan af toiunni me5 stryki tvo stafi; 
kemur fa einingastafur i r6tina ur afskornum stofum kvaSratsins 
haegra megin, en tugastafur r6tarinnar ur stdfunum par fyrir 
framan. Hafi kvaSrattd fteiri stafi en 4, ma skera adra tvo stafi 
aptan af fvf, og yfir h6fu8 mi skera kvaSratiS i sttidla fra haegri 
hendi til vinstri, me5 tveimur st6fum i hverjum, ver8ur fa f 
seinasta studli vinstra megin annadhvort tveir efla 1 stafur, f annig: 



kemur f& f rotina stafur ur hverjum studli, fvf eins og 
10 2 = 1|00 2 studlar og 2 rotarstafir, 
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svo er 100 s = 1 j00|00 S studlar og 3 ritarstaflr, 
1000 t «= 1|00;00;00 4 studlar og 4 rttarstaflr. 

f>ar md pvJ eet(5 fd fyrsta staf rdtarinnar tit af studlinum, sem 
cr noestur vinstri hendi eptir ddurskrifadri tdflu, pv( annaShvort 
stendur studullinn ndkvtemlega ( tOflunni, og er pd rdt hans hinn 
fyrsti stafur hinnar eptirleitudu rdtar, ellegar, ef Tyrsti studull 
stendur ekki i tdflunni, pd d a5 taka hi5 nsstminna kvadrat, sem 
steodur i tOflunni, og er pd rdt pess hinn fyrsti stafur hinnar 
eptirleituSu rdtar. Kvadratid af pessum staf skat dragast frd fyrsta 
stuflli, og hinn noesti stuSull ferast ni5ur til afgangsins. Daemi upp 
d regluna urn hinn fyrsta rdtarstaf skalvera talan 4096; skerum 
v&r hana sundur f stuOla og sjdum, aft rdtin verOur tvistofud, 
pannig : 

V*0|96 = 6. 
36,00 

4 96. 

Fyrsti studull er hir 40, hid neestminna kvadrat { toflunni er 
36, og kvadratrdt pess er 6, pvf 6 sinnum 6 er 36 (en pad eru 
raunar hfcr 36 hundrud, og md skrifa nullin, ef vill, en pad ma 
lika sleppa peim, en undirskilja pd). Nii er bersynilegt, hvers 
vegna annar stuSull 96 d ad faerast nidur til afgangsins, sem er 
4. Nu vantar oss sidara staf rdtarinnar, og set eg pvi punkt 
aptan vi5 hinn fundna rdtarstaf 4, af pvi eg vil engan staf setja 
par, medan eg veit ekki, hver hann er, einingastafurinn rdtar- 
innar. En hann liggur p6 i afganginum 496, og a a5 flnnast ut 
ur honum. 

259. Framhald. Hvernig hinn annar rdtarstafur ver5i fund- 
inn. Adferdina til pess kennir oss kvadrat binomii 

(a+&) 2 = a 2 +2o6+6 2 ••••(54, A). 

Vfer vitum eda fmyndum oss, ad rotin s& tvistdfud eda hafi i 
ser tugi og einingar. a eru tugir rdtarinnar, en b einingarnar. 
Vfcr hdfum ( undanganganda daemi fundid tugastafinn eda tugina, 
og vitum, ad a = 60; er pd eptir ad finna einingastaflnn. par 
mi i kvadrati binomii a 2 +2ab+b 2 fyrsti lidurinn a 2 er ekki i 
bdkstdfunum blandadur med b, pd er tynn i pessu daemi al- 
kunnugur ordinn, pd md skera pann lid frd a 2 +2a&+& 2 , pannig: 
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\/a 2 \+2ab+b 2 = a+ 



a 2 



+2ab+b 2 . 

Her er t>a eins langt komid i bcikstafadaemi J>essu, nefnilega : 
tugirnir a eru kvadreradir og dregnir frd binii gefna kva5rati ; er 
\>k eptir 2ab -f- 6 2 = 496. Nu er haegt a5 Anna 2a, fear v6r 
vitum a, eda hinn fundna tngastaf rtitarinnar, fcad a J>vf ad tvo- 
falda hinn fundna rotarstaf, t>a faest tala, er skal deila 2ab med, 

til a5 fa 6, \>si -=-- = 6. fannig faest 6 f b6kstafareikningnum. 

Eins ma fara ad i tolunum, J)6 med peirri varud ad taka stund- 
um ekki hinn fulla kv6ta, J)6 heil tala s6, J)vf kvadratid af ein- 
ingastafnum 6, nefnilega 6 2 , kann ad hafa ttigi, sem pd hlaupa 
saman vi5 2ab, sem eru tugir. I talnadaemi voru tvofoldum v£r 
J>& 6 ; kemur 12, sem er divisorinn; me5 honum deilast 49 tugir, 
en ver skiljum eptir einingastafinn 6; koma nu 4 i kvota, sem 
er einingastafur rdtarintfar. J)essi n^i rdtarstafur verdur ad pr6f- 
ast, med J>v£ ad margfalda deilinn med honum, skrifa productid 
undir deilinn. En framar skal kvadrera hinn nyfundna eininga- 
staf rtitarinnar og skrifa einingastaf kvadratsins undir einingastaf 
afgangsins, sem i talnadaeminu her er 6, leggja svo saman 2ab 
og b 2 = 2 . 60 . 4 + 4 2 = 480 + 4 2 = 496. Verdi fcetta 
n£ja 2ab + b 2 i tolunum jafnt hinti fyrra, sem framkom vid frd- 
dragninguna, er rotin nakvaemlega litdregin. Verdi hid nyja 2ab 
+ b 2 of st6rt til ad dragast frd hinu fyrra, fed verdur ad minka 
kvtitann b, feangad til fradregid verdur, en ekki lengur. Form 
reikningsins verdur fed svona: 

R6tin. 

\/a 2 \+2ab+b 2 = a + b 
a 2 



+2ab+b 2 
deilir • • ■ • (2a) 

legg saman { +&2 



2ab+b 2 



0. 
Eptir feessu formi d nu ad feraeda i tolunum: 



360 



\/40|96 — 64 
36 

496 

2a = (12). Deilir = 2 . 60 — 120. 

2o6 — 48. — 2 . 60 . 4 = 480. 

b* = 16 = 4« 

496 



0. 
j>ar 206+6* = (2a+6J6, pa ma stytta penna reikning mefl 
pvf aO skrifa kvdtann 6 aptan vi& deilinn 2a, og margfalda si'8- 
an petta 2a-\-b me5 b, pannig: 



V a*|+2a& +6* «= a + 6 



o« 



— 2a6+6* 

2a +6, deilir + kvtfti. 
2a6+6* 



0. 
Og alt eios I tfilunum 

V*0|96 = 64 
36 



496 
2a+6 = 124 
(2a+b)b = 496 



0. 

petta getum ver einnig boriS saman vi6 kvaOreringn, pannig: 

60 + 4 
60 + 4 

3600 + 240* 

240+16 



3600+480+16. 
Dsemi upp a J»a8, pegar ekki ma taka hinn beila kv6ta fullan, 
er petta : 
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V3|2 4 = 18 Hfcr er 2 f 22 11 sinnum; en fea5 er »tf5 

1 vfst, a5 kvfitinn md aldrei vera > 9. En 

224 h6r er ekki n6g me5 |>a5, pvf ef eg tek 9 

28 fyrir b, f)d verOur 2a + 6 = 29, og fa8 

224 margfaldaB me5 9, gefur 261, sem er>224. 

0. En J>a5 tekst a5 ldta b vera 8. Menn verda 

fannig i feessu stundom a5 reyna nokkud 
undan s&r. 

260. J>egar staflrnir ( kvaSratinu eru fleiri en svo, a5 |>eir 
fylli tvo studla, J>d giidir sama bcikslafaforskript, J)vi J>d md skoda 
toluna fyrst svo, eins og seinasti stuSullinn naest hsegri bendi 
vaeri enginn, t. d. 

* 2|07|36 = 207 bundruS + 36, 

J>vf feegar bui5 er a5 finna \/201 , fa ver5ur su r6t nytt a, 

J>egar stuSullinn 36 siSan kemor til skodunar, Jannig: 

a b 

ab 

\/2|07|36 =144 rdtin. 

1.. 

107 . . = 107 hundru5. 
2a+b = 24 . . = (2 . 10 + 4) hundruS. 
{2a+b)b = 96 . . =96 hundru5. 

1136. 

2a+b = 284 = (2 . 140 + 4) einingar. 
(2a+b)b = 1136 einingar. 

f>etta berum v&r nii saman vi5 kvaflreringuna 

140 + 4 

140 + 4 
19600+560 

560 + 16 



Her 


er 


a = 


to 


b = 


4. 


Her 


er 


a = 


140 


6 = 


4. 



19600 + 1120+ 16 = 10000 + 9600 + 1136. 
Addendi haegra megin vi5 jafnaSarmerkiS eru h&r binir somu, 
sera subtraltendi i r6tanitdraettinum, og suraman af addendis er 
20736. 

Sama er aflferSin, hva5 margir stuSlar sem ( kvadratinu verSa. 
j>egar njr studull faerist niflur til leifanna, fed verda allir hinir 
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fengnu rdtarstaOr n^tt a, en hlnn nccsti eptirleitaS! rdfarstafur 
hiO nyja b, 
Nu viljum ver finna kvadratrotina af 54007801. 

V54;00 78;Ol = 7349 
401. 



6 00 ... . a b 

2a+b = 143 .. .. =2.70 + 3 
(2a+b)b = 4 29 .. .. 

7178.. a b 

2a+b = 1464.. 2.730 + 4 
{2a+b)b = 5856.. 

132201 a b 

14689 2.7340 + 9 
132201 



0. 
26 1 . fcegar draga skal kvaflralrot lit af tugabroli e5a bland- 
inni t6lu, sem tugabrot er viB, {)& skal skera hana i stu51a, 
pannig a5 2 stafir s& f hverjum stuBli, en fyrsta skurSarstrykid 
skal setja f>ar scm komman er, halda svo sladlaskurdinum afram 
i heilu t&Iunni til vinstri handar, en i brotinu til haegri. J>a 
kann a5 verfia 1 stafur i stu9)inum nsest vinstri hendi, en ver5i 
1 stafur ( stuOli naest hagri hendi, J>4 skal fylla J)ann studul 
me5 nulli ; byrja s(0an r6tariitdr&ttinn vinstra megin , eins og 
&8ur er synt. 

Deemi: Finnum kvaBratrdtina af 

456,789, 
t>& gjOrist feaB svo: 





V4|56,|78i90| = 


o 8 


= 4 




56 


2a + b 


= 41 


(2a + 6)6 


= 41 




1578 


2a + b 


423 


(2a + b)b 


= 1269 




30990 


2a + b 


= 4267 


(2a + 6)6 


= 29869 




1121,00 


2a + 6 


= 42742 


(2a + 6)6 


= 85484 



26616. 
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IlSr var8 afgangur af gefnu tdlunni, og var hann 1121; vi5 
hann baetti eg einum stuSH = 00, til a5 geta fundid rotina na- 
kvaemari; en svo var8 afgangur aptur = 26616. Hva5 lengi 

sem haldid vaeri dfram, kaemi hkv afgangur, J>vi y 4567890 er 

irrational, og |>ess vegna brotiS \/456,7890. 

Prbfa ma reikninginn, J>annig: 

21,372 
21,372 

42744 

149604 . 

64116.. 

21372... 

42744.... 



456762384 

26616 Afgangurinn legst viB. 

456,789000. 

Reikningurinn er rettur og rotin r^tt i J)remur decimolum, 
sem fengnir eru. |>vf ef r6tin vaeri 21373 = 21372 + 1, fa 
vaeri kvadrat t>essa binomii 
21372 2 + 2 . 21372 . 1 + l 2 = 456762384 + 42744 + 1. 

E8a l>a5, sem baettist vi8 456762384, yrOi 

42745, 
sem er meira en afgangurinn, sem ver hofflum, og hi5 nyja 
kvadrat yrdi - 

456805129, 
sem er urn 16129 of stbrt, J>vi 

456805129 
456789000 

16129. 



262. Hvenaer sem afgangur verSur, feegar r6t er dregin lit 
af beilli t61u, fa er r6tin irrational e8a bfullmaeld (247). VSr 
viljum her finna me5 r6tarutdraetti 6fuHmaeldu staerSina \/5, sem 
v£r nefndum (246). 



I 
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V5 — 2,23606 
o« = 4 







100 


2a+b 




42 


(2a+b)b 


i 


84 
1600 


2a+b 


= 


443 


{2a+b)b 


^^3? 


1329 
27100 


2o+b 


=s 


4466 


(2a+b)b 


»__ 


26796 
30400 


Ha+b) 


— ---i 


44720 
3040000 


2a+b 


= 


447206 


(2a+6)6 


; 


2683236 



356764. 

Iler var deilir 2a = 4472 > deilandi 3040; kom fed null i rit- 
ina, var5 t>4 (2a+b)b = 0, svo a5 mtnuenJus 30400 kom 6- 
skertur niSur. 

Hiaa fundnu nit m& og prdfa me5 leifaproQ (150), J>vf t>a5 er 
eins og aO prdfa 

223606 X 223606 + 356764, 
sem & afi congruera meO 

50000000000. 
f>essi viSboettu 10 null komaaf^eim 5stu51um, scm viSbaettirvoru. 

Ef vir uotom elleftarprdfiO, ]>& er 

3 3 R 9 

11 )223606 fed 22306 = 9 (mod. 11) 
20327 9 . 9 = 81 

a433t 356764 ^JJmad. 11) 

11 )356764 82 s 5 {mod. 11). 

3 243 3 SftmuleiOis er : 

6 5 6 s 6 s 6 5 e 8 50000000000 33 5 (mod. 11). 

11 )50000000000 

4545454545. 

Her hdfum v&r vinstra megin fondiS residua me5 fevf a9 deila 
me5 11, J>vf su deiling er auSveld. 
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263. Ad utdraga Mbikvbt af geQnni tolu. 

A9fer0in er mjog lik kva9ratr6tar uldraetti, en h&r raedur cubus 
binomii a + 6, nefoilega 

(a + b)* = a 8 + 8a 2 6 + 3a& 2 + ft 8 . 
Samber (54, 5). 

Hin fyrsta tvistafada tala 10 hefir 4slafadan cubus 1000, og 
par til svara hinir 4 lidir i a 3 + 3a 2 6 + 3 ab 2 + & 3 > svo a5 
6 3 verda einingarnar, Zab 2 tugirnir, 3a 2 6 hundrudin, a 8 Jnisundin, 
pegar r6tin er tvfstdfud. Tugastafur rbtarinnar faest 6blandadur 
ut af a 8 ; fess vegna ma skera |>ann lid fra hinum med stryki ; 
verdur svo Mbikvfavr utdr&tturinn Jmnnig : 



\/« 8 l + 3 ° 2 * + 3a * 2 + ft8 = a + 6 



a 8 



+ 3a 2 6 + 3a& 2 + 6 8 
deilir = (3a 2 ) 

3a 2 6 

+ Zab 2 

+ b s 

2a 2 b + 3a6 2 + 6 3 



0. 

Eptir J>essu a nu ad pneda i tolunum, skera fyrst tdluna f 
studla fra heegri hendi til vinstri med premur stofum f hverjum, 
draga svo kubikrotina ut af stiidli peim, sem er naestur vinstri 
hendi, hun verdur a; hun skrifast i rtitina, kuberast sfdan og 
dregst fr4 hinni gefnu tdlu; faerist svo nidur til afgangsins hinn 
annar studull. Deilirinn 3a 2 myndast af a, og med honum deil- 
ist 3a 2 6; kemur b\ sidan er iframhaldid, eins og formid synir. 

Ver viljum draga ftiifcifcrdtina af 405224. 

ab , 

Med tilraunum verdur nu ad finna 

fcw'&ifcrotina af 405. Reyni eg 8, J)4 

er 8 .8 = 64, og 8 . 64 = 512, 

sem er > 405, t>4 7 . 7 = 49, og 

7 . 49 = 343, sem ekki er of stdrt. 

Skrifa 7 i Ytitina, og a verdur = 70. 

Cubus af 7 = 343 dregst frd 405, 

verdur 62 afgangur, faerist ()& nidur 

0. naesti studull 224. Sidan myndast 



V'405|224 


= 74 


o 8 = 343 ... 




62224 




3a 2 = (147) 




3a 2 & = 588.. 




Zab 2 = 336. 




6 8 = 64 




62224 
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deilir 3a*, me5 fevf aft segja 7 . 7 «= 49 og 3 . 49 = 147. 
Deilirinn verflur 147 og lokast ( sviga. Nii deilist fff = 4 og 
b cr t)& 4. Med 6 = 4 margfaldast 147: kemur 588, sem eru 
hundrud, o: 58800 (punktarnir t&kna tvd null), far nspst reiknast 
3a6* = 3.7.4.4 = 336, sem eru tugir, nefnilega 3360. 
Loksins reiknast 6 8 = 4 . 4 . 4 = 64, sem eru einingar. Nu 
legst saman 58800 + 3360 + 64 = 62224, sem dregst fra 
62224; verdur ekkert eptir. 

264. Daemi upp & 3 8tu91a. 



V ^2|734|375 = 
o 8 — 27 


375 


25734 

3a« = (27).. 

3a*6 = 189.. 

3a6 2 = 441. 

6 8 = 343 


fegar h&r skal me9 deilinum 
27 deila 257, m& ekki taka 
beilu tolu kvdtans fulia, sem er 
9, J>vf J>d verda serframkvaemin 


23653 

2081375 

3a 2 = (4107).. 

3a*6 = 20535 . . 

3a6* = 2775. 

6 8 = 125 


3a 2 6 = 243.. 
og 3a6 2 = 729. 
og summan 3159. sem er > 
2573. Kvdtinu ma hfcr ekki 
beldurvera 8, t>vf fed verda ser- 
frarnkvaemin 


2081375 
0. 


3a 2 6 = 216.. 
3a6 2 = 576 . 




2736. sem einnig 



er > 2573. 

Hfcr verdur J)vf a5 reyna-d undan s&r meira en i kvaSratrotar 
utdraetli. Vi5 sidari deilinn 4107 parf her ekki slfkar affellingar. 
Enda fara J)aer venjulega beldur minkandi i sama rotarutdraetti, 
vegna t>ess ad sferframkvsemin sidari verda Ktil a mdti hinum 
fyrri. 

265. Dsemi upp & rotarutdratt af tugabrotL 
f>ess er gelid vi5 kvadratrdt (261), ad studlaafmorkunin byrji 
vid kommuna og gangi til haegri. Nu viljum ver draga tit hubik- 
rot af 0,00001728. 
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y0,!000i017|28 



0, 0257 





9280 


3a 2 = 


(12).. 


3a 2 6 = 


60.. 


3a& 2 = 


150. 


b 3 = 


125 




7625 




1655000 


3a 2 = 


(1875).. 


3a 2 6 = 


13125.. 


Zab* = 


3675. 


b* = 


343 



1349593 



Afgangur 305407. 
Til a5 profa J>essa r6t 0,0257 ma cubera hana og leggja par 
vid afganginn 305407. far m& sleppa nullunum fyrst um sinn, 
og fara pannig ad: 

257 
257 



1799 
1285. 
514.. 



8 decimalar. 



0,00066049 

257 

462343 
330245. 
132098.. 
0,000016974593 12 decimalar. 

0,000017280000 hid gefna brot. Drag efra fra ne5ra. 
0,000000305407. Afgangur eins og 45ur. 
Hva5 merkjandi staGna snertir, ma cinnig profa petta me8 leifa- 
profi. Yfcr viljum mi nola par til 7. 



4 5 

7) 2 57 
36. 



t>a 257 = 5 (mod. 7). 



f>etta residuum cuberad 5 . 5 

5 6 

7) 125 
17 



5 


= 125 = 


6 (mod. 


T). 




305407 = 


i 4 {mod. 

To" 


7). 




10 B 


3 (mod. 


7). 
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34364 

7) 305407 
43629 

7) 17280000 £4 einnig 17280000 = 3 (mod. 7). 

2768571. 
Samber um leifaprdflS (150) og atbugann J>ar vi5. 

266. A5 utdraga bikvaSratrii af gefinni t61u. 
|>ar bikvadrat hinnar stoerstu einstOfuflu tOlu 9, gem er 9 . 9 
.9.9 = 6561, er Q6rstafa8, en bfkvafirat hinnar fyrstu tvf- 
stflfuBu tOlu 10, sem er 10000, heflr 5 stall, fed & nu a5 lita 
vera 4 stafl ( hverjum stoOli. En formulan fyrir bikvadrati bi- 
namii a + 6 fast (meflal annars) me5 J)vf, a5 margfalda cubus 
binomii meO rtitinni a + 6, t>annig: 

(a + 6) 8 = a 8 + 3a 2 & + 3a& 2 + 6 8 

Q + 6 = A + & 

a 4 + 3a 8 6 + 3a f 6 2 + a& 8 

• a*b + 3a 2 6 2 + 3a& 8 + 6 4 



(a + 6)* = a 4 + 4a 8 6 + 6a 2 * 2 + 4a& 8 + ft 4 . 

Fyrsti rdtarstafur foest meft tilraunum ut af fyrsta studli eins 
og v»5 kvaSrat- og Mb(kv6t } en deilirinn verdur hfcr 4a 3 , sem 
gefur kvtitann b. 

Daemi: V6r viljum utdraga fj6r8u r6t af 4477456. 



>/447|7456 


= 46 


. a 4 = 256 .... 




1917456 




4o 8 = (256). . . 


deilir. 


4a 8 6 = 1536... 




6a 2 6 2 = • 3456 . . 




4a& 8 = 3456 . 




6 4 = 1296 





1917456 



0. 
far rotarvisirinn 4 er samsett tala = 2.2, {>& mi eptif 
(240,*), Anna bikvaSratrdtina, mefl fcvi afi draga fit kvaSralrot lit 
af kvaftratrdt tolunnar, f>vf her er 



ji 



y a = \/a = W a - 
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f>a mA reikna J>etta daemi |>annig 
V4|47|?4|56 = 21 16 
4 



47 


41 


41 


674 


421 


421 


25356 


4226 


25356 



V21|16 


16 


516 


86 


516 



= 46 



0. 



0. 



267. A8 utdraga fimtu rot af geGnni tolu. 

A5fer5in er svipud hinum fyrri, en her verdur a5 bafa 5 stafi 
i stu51i hverjum (a: aeti'5 eins marga sera einiogar eru I r6tar- 
visinum). Formulan fyrir 5*& veldi binomii faest (me5al annars) 
me5 pvi a5 margfalda 4** veldi ])ess med (a + 6), og verdur 
J>essi: 
(a + b) 6 = a 6 + 5a 4 6 + 10a 3 6 2 + 10a 2 6 8 + 5a& 4 + b 5 . 

Daemi : Ver viljum draga 5*u r6t, sem urn var toluS i (234), 
ut af tolunni 

36893488147419103232.. 
(a + b) = a 5 + (5a 4 )6 + 10a 3 6 2 + 10a 2 6 8 + 5a& 4 + 6 5 

V36893|48814|74191|03232 = 8192 
a* = 32768 



deilir. 





412548814 


5a 4 = 


(20480). . . . 


5a 4 6 = 


20480 


10a 3 6 2 = 


5120... 


10a 2 6 3 = 


640.. 


5a& 4 = 


40. 


6 5 = 


1 


209984401. 



24 
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20256441374191 

oa« = (215233605)... 

ha 4 b == 1937102445... 

lOaV = 430467210.. 

I0a*6 3 = 47829690. 

bab* « 2657205 

^ = 59049 



deilir. 





1980630 I 2G0099 




45014011409203232 


ba A = 


(2249601595605).... 


M 4 b = 


4499203191210 .... 


I0u a 6 f = 


21974130360... 


10a s 6 3 = 


53660880 . . 


5«6* = 


65520 . 


b* = 


32 




45014011409203232 



deilir. 



0. 

268. BinomialiheoremiS (theorema binomiale) alment eignaS 
hinum nafnfraega hugvitsmanni hade Newton og |>ess vegna kall- 
aO theorema Newtonianum (sumir eigna |>a8 hugvitsmanninum 
Pascal), er formula, er sjnir 611 veldi binomii a + b, og hlj65ar 
J>annig : 

n(n— l)(n-~ 2)(n— 3 ) n -i fr i . 

"*" 1.2.3.4 

n(n — \)~--{n—m-{-\ \ n -m h m 

• • • • ■■■■'■ 't* u * 

1 . 2 •••• m 

|>ar I er, n exponentinn veldisins, sem binomium a+b er hafi5 
upp i. Stafurinn m er saetistala KOarins, sem veriS er a5 a- 
kvar5a, Jrnnnig a8£j a n ~ ,b hefirfyrsta saeti, e5a m er ^>ar = 1. 

En starSirnar^-, ^=P } ^^"T** - • • • kallast binomialcoefr 

cientar. Exponentinn vi5 a n er hinn sami sem vi5 (a+6) n ; si5- 
an fara exponentarnir vid a alt af minkandi lid eptir H5. I>ar 
a moti fara exponentarnir vi5 b alt af vaxandi, unz seinasti li5- 
ur ver5ur 6 n e5a a°b n . Er t>a orSid m = n, svo a5 n - w 
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= 0, og i Oil urn lidunum er summa exponentanna vid a og b 

aeti5 = n. Lidurinn 

n(n— l)----(n— m+t) ^ _ m&m 

1 . 2 •••• m 
er pvi ekki einungis seinasti lidur, heldur hinn svo kalladi al- 

menni lidur (terminus generalis), eda lidanna almenna mynd (67). 

I coefficientunum eru factorarnir aetid jafnmargir f teljaranum, 

sem nefnaranum, t. d. vilji menn finna 7 da veldi binomii a-\-b, 

|Da er: 

(a+i,. - «' + j a-6 +£f a-* + ]*£*» + j^ a'** 

, !_• 1: 5_. *__-_3 2/5. 7-6.5.4.3.2 . 6 1^5^^! 
+ i.2.3.4.5° + U2.3.4.5.6 + 1.2.3.4. 5.6.7 
= a 7 + 7a 6 £ + 21a 5 6 2 + 35a 4 6 3 + 35a 3 6 4 + 21a 2 /> 5 
+ 7a6 6 -f 6 7 . 
J>annig Juirfa menn ekki ad utreikna bin undangangandi veldi 
af a + 6, heldur ma 6tokkva strax upp i hversu h&tt veldi sem 
menn vilja. 

269. Coefficientana i binomialtheoreminu t&knar professor 
Ramus J)annig: 

Coefficientinn vid tfyrsta lid er aetid 1, sdmuleidis vid seinasta 
lid, ef \e\d\sexponentinn er heil og positif tala. Exponentinn 
(n) i svigunum merkir her ekki, ad coefficientinn A eigi ad hefj- 
ast upp i nta veldi, heldur taknar hann exponent J>ess veldis, 
sem binomium (a-\-b) pad sinn er hafid upp i, og sem pessi 
coefficient & heima f. Nedan til vid pessa coefficienta eru in- 
dexar, sem syna, hverjum lid J>eir heyra. A± stendur f 2«m lid. 

A^ taknar coefficientinn vid hinn almenna lid. A^L\ er coeffici- 
entinn vid nsestseinasta lid, og fad af J)vf, ad f serhverju sliku 
veldi binomii a-\-b eru n lidir eptir hinn fyrsta lid, og pess 
vegna hinn naesti hinum seinasta taknadur med index n — 1. Ept- 
ir pessu verdur pa : 

(n) n .(ii) n(n—\) 4 (n) n(n — l)(n— 2) 



A[ - f A * -~tt> * 4s ^ 1.2.3 

(n) n(n — 1 )(n — 2) (n — m+ 1 ) 

1.2.3 •••• m 



^m =*= — ^ S 5 ~ (PI- 



2i 



* 
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BinomiaUheorcmib skrifasl |>A fannig med Ramusar coefftci- 
entum : 

ia+b) n = a n + A { ? ] a n - } b + A { ?a n -*b* + ^""V .•-• 

270. SOonuoina fyrir binomialtheoreminu bafa menn ymis- 
lega. Kin er |>annig Idgud sem hfcr segir: Hvad bokstaflna a 
og b snerlir, f>4 fellur strax f augun, ad exponentarnir vid a 
fara minkandi, og J>eir vid b fara vaxandi. |>ad er t>& einungis 
lOgm&l eocfficientanna (269, fi), sem sanna J>arf. Verdi |>a9 nii 
sanuad, ad J>egar lOgm&lid (269, 0) gildir vid eitt veldi, [>a verdi 
|>aO einnig ad gilda vid naesla veldi fyrir ofan, verdi J)etta, segi 
eg, einungis sannad, J)4 er lika undir eins sannad, ad sama coef- 
ficienta ldgm&l gildi fyrir 611 veldi, og bregdist aldrei. Setning- 
io, sem sannast &, er \)& pessi : Ef ldgmalid gildir fyrir n* 
veldi, |)& gildir |>ad einnig fyrir (n-H) u veldi. 

Ver hufum &6d bcedi af (54, A og #), sdmuleidis af (266) og 
(267), ad subvert (n+l)ta veldi fffst med |)\i, ad margfalda ser- 
bvert n** veldi med binomio (a + &)> e^a ad reglan er 

( a + ^,n+i = ( a + b f(a + b). (a). 

En fella aptur verdur sama sem • 

(a + b) n a + (a + b) n b 

eda (a + b) n margfaldad fyrsl med <i, og sidan med b } og fear 
ncest lagt saman. 

Nii rekjum ver ( sundur [a + b) n i endalausa series med 6- 
AkvOrdudum coefficientum og hOfum til pess Ramusar coefjicienta, 
t>annig : 

[a+bf = a« + A^aP-ib + A^a"-^* + iif^T 8 * 8 + 

^ fl »-« 4 + (W- 

f>essa series margfdldum vfcr fyrsl med a, kemur 

(a+6) n a = a n + l + A^tPb + A ( 2 n) a n -V + ^ n> a n -*6» + • . • • ( T ), 

sidan bina sOmu med 6, kemur 

(a + b) n b = a n b + A^a -^ 2 + A^a^b* H (5). 

Nu leggjum ver saman binar margfoldudu radir, kemur 
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(a + b)"(a + b) = a n + l + [a { ^ a n b + A^) a n ~ x b* + 



pn ^ 



(n) 



A 1 D) | 

A J)|a"-»68 .... (e)- 

A 2 J 

Eptir (a) skal petta product vera sama sem (a + 6)n+t; pess 
vegnaverSum v6r 1 (P) a5 setja n + lfyrirn, svo a5 formula su 
hljodi upp & (n + l)ta veldi, pannig: 

(a + 6) n+i = a n + i + A ( ?+ l) a"b + 4 n +i>an-i 6 i + 
4 n + 1) a-"V + 4*+V-'V + (0. 

Nii forum v&r pa a5 6kvar5a coefficientana f (a + 6) n +S sem 
hinga5 til hafa veriS dkunnir, og pad gjorum v&r me5 pvf a & 
jafna saman coefficientunum i (£) og (e), pannig: 

4«+i> = A w + , 

4«+») „ 4«) + 4") 

og yfir h5fu5 

Me5 or5um sagt: 

Serhver (mt>) coefficient i sfcrhverju veldi er eins og sama saetis 
coefficient i naesta lsegra veldi ad vidldgdum coefficientinum, sem 
par er naest fyrir framan. 

271. Athugasemdir. j>6 sonnun vor s6 ekki enn til lykta 
leidd, p& latum vfcr standa svona urn stund, til ad skyra nokkur 
atridi i henni. 

1. Eamusar coefficients (269, a, y) s^na ekki binomialcoef- 
ficientana, eins og peir eru f (269, (3), heldur notum ver p& fyrst 
urn sinn sem 6akvar8a5a og oldungis tikenda coefficients pangad 
til v6r faOfum sannad, a5 

,00 _ n_ 
1 



A\ n ' = 



,(n) *(n--l) 

^ = ~TTT 

(n) _ n(n— l)(n— 2) f 

A * 1.2.3 °* 8 - frV * 



37 4 



2. Eptir samlagningarreglnnum (21) mini ekki leggja saman 
raSirnar y og b i (270) eins og \>xr stddti, heldur varS afiskrifa 
liftinn o n 6 f rftSinni i undir liSion /4ja n 6 f r66inni y, feannig: 






aOsummanfs yrfli (A { p+t)a n b 

pvf eptir (21) mA ekki leggja coefficient** saman nema bdkstafir 
og peirra arponentar s6 hinir s6mu. Eins er mefl hina adra 
lifti f |>e88um series. 

3. AS setningin t] i (270) standi beima, s6st af pessum fyrstu 
&morma/v eldum : 

(«+6)° — a + of, = 1 

(«+&) = a + 6 

(a+ty* = a* + 2a& + 6* 

(a+ty 8 = a 8 + 3a*6 + 3a6* + 6 8 

(a+&)< = a 4 + 4a 8 6 + 6a«6* + 4a& 8 + 6*. 
I 4<&» veldi t. d. er 

<'= 4 = 3 + 1, 
nefnilega 3 vift a 2 b, og 1 vifl a 8 i 3J» veldi. 

A^)= 6 = 3 + 3 
^< 3 4 )^- 4=1 + 3 
^ 4 4 >= 1=0+1 

A { * ] = 0-0 + 0. 
Eins ma bera 3J» veldi saman viS 2»*> veldi, |>annig: 

aW = 3 = 2+1 

A W= 3=1+2 

aW= 1 = 0+1 

A { *)= 0=0 + 0. 
Eins m4 bera 2«* veldi saman vid l*&)|>annig: 

A { *)= 2 = 1 + 1 



^ 2 2, = 1=0+1 
aW= = + 0. 
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Eins ma bera It* veldi saman vi5 0'*. 

A OU 1=0+1 
a|M= = + 0. 

272. Nu forum ver eiginlega a5 sanna t>a8, a5 ef (269, p) 
gUdit fyrir eitthvert tiltekiS veldi, svo sem hi5 nta , pigildir (269, P) 
einnig fyrir naesta veldi par fyrir ofan, nefnilega fyrir (n+l) ta 
veldi', pvi eptir (270, •»)) hSfum ver 
A ("+'> „ A ( t n) + 1 

en gefi8 er A™ = } (269, P), 

pa 4 X ' = - — h i. 

n 1 n+1 

Gjor samnefnt T T == ~T~ 

pa ili^ — n • 

S5mulei5is hofum vfcreptir (270, v\) 

4«+« = a« + A « 

= n(n-l) + n_ epUf (2M| Wj 

n(n — 1) n . 2 
gjor samnefnt == -^ — jjp + p 2 ' 

Hinn sameiginlegi factor n i pessum addendis skai litilokast 
me6 [], en hinir 6sameiginlegu factorar (n— 1) og 2skulu setj- 

ast fyrir innan 

_ n[(n— 1) + 2] 
1 . 2 

— n [* ~ L±-?l 

1.2 

n[n + 1] 

- 1.2" 

Setjum staerra factorinn vinstra megin i teljaranum 

4 (n_ui (n+l)n 

Nu komum vfcr til priSja liSar 
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A$+ l) = a? + 4 n) «P«r (270, t)), 
n(n— l)(n— 2) n(n— 1) 

1.2.3 + TTT cptir (269 ' P) ' 

gjorum samnefnt, meO J)vf aO margfalda sfSara liOinn f teljara og 
nefnara meO 3 

(n+i) n(n— l)(n— 2) n(w— 1) . 3 

3 1.2.3 "^ 1.2.3* 

Ilinir sameiginlegu faetorar n(n— I) utilokast, en binir 6sam- 
eigiolegu (n— 2) og 3 setjast fyrir innan [ ] til a5 adderast 

_ f,( n — l)[(w— 2)+»] 
1.2.3 
n(n— l)[n+ J) 
1.2.3 * 
Setjum staersta factorinn vinstra megin, svo feeir standi eptir 
rod stsrfla sinna 

.01+1) (n+l)n(n— I ) 
^ 3 = 1.2.3"- 

Nil viljum ver ikvarfla fj6rfla liS 

A { :+ 1) - 4 ( 4 n) + a? eptir (270, ij), 

_ n(n-«)(n-2)(n-3) , n(n-l)(n-2) _,... <t>go ». 

1.2.3.4 +-TTT7T- ept,r(269 ' p) ' 

gjOrura samnefnt 

= n(n— 1)(n— 2)(n— 3) n(n— l)(n— 2) . 4 
1.2.3.4 + 1.2.3.4. 
litilokum sameiginlegu factorana n(n— l)(n— 2), en innilokum 
hina 6sameiginlegu (n— 3) og 4 

_ n(n— l)(n— 2)[(n— 3)+4] 

1.2.3.4 
= n(w— l)(n— 2)[n+l} 

1.2.3.4 
(n+i) __ (n+l)n(n— l )(n— 2) . 

4 1.2.3.4 

Loksins tokum v&r coefficientinn vi5 hinn almenna lid 

i4+° - ^ + * { :li (270, ^ 

(n) n(n — l)'-«*(n — m+1) 

1 .2 ••••• m 



III; /»yr* i / y#* r*»-r - i ; 

4 m = — r~5 H (*W) 



(n) n(n — 1)- • ■ «(n — m+2) 

^a-* - 1 . 2 .... (m— 1) 
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» 

|>ar (m — l)ti H5ur gengur naest undan mta li5, [)a a seinasti 
factor f teljara (m — l)ta lidar (n — m+2) a8 vera l« m meiri en 
seinasti factorinn 1 teljara mta H5ar, sem er (n — m+1) e6a 
(n— m+1) + 1 = (n— m+2). 

Ver t&knum p& samlagningnna {mnnig: 

,(n+i) n(n — 1 )« * - *(n — m+ 1 ) n(n — 1 )• • • «(n — m+2) 

m — 1 . 2---« m + 1 . 2-.«- m— 1 

Gjorum samnefnt me5 J)vf a5 margfalda seinni coefficientinn i 
teljara og nefnara me5 m 

n(n — !)•••• (n — w+1) n(n — !)•••• (n — m+2)m 
1 . 2 • • • • m 1 . 2 • • • • (m — 1 ) . m 

Utilokum nu sameiginlegu factorana n(n — l)----(n — m+2) ur [J, 
en innilokum hina osameiginlegu (n — m+1) og m; kemur 

n(n — !)•••• (n — m+2)[n — m+ 1 ) + m\ 

1 . 2 •••• m 

n(n — 1 ) • • • • (n — m+2)[n+l ] 

— ^^^ _■■■■ _ ■ ji i i i ■ ■ 1 m - m m ■" 

I . 2 •••• m 

Ro8um loksins factorunum eptir staer8 peirra, verflur 

.(n+l) (n+l)n(n— 1) (n — m+2) 

m 1.2 •••• m 

Berum nu saraan logmal coefficientanna i ntaveldiog (n+l)* a 
veldi samkvaBmt (269, {5, y). 
Logm&lin f nta veldi em pessi : 

1. Coefficientarnir geta sko5azt sem brot, rae8 jafnmorgum 
factorum i teljara og nefnara. 

2. Facforarmr i teljaranum ganga eptir nattiirlegri aptura- 
baktalningu, en l nefnaranum eptir aframtalningu. 

" 3. Aptur&baktalningin byrjar a veldisvisinum n, og endar a 
tolu, sem er (m — 1) minni en hann. Aframtalningin byrjar & 1 
og endar a m. 

Alt feetta & sir fullkomlega sta5 f (n+l)ta veldi. Aframtaln- 
ingin byrjar & veldisvisinum (n+l) og endar & (n+l) — (m — I) 
= (n— m+2). 

Daemi. Annad veldi 

(a+b) 2 = a 2 + 2ab + b* 
getum ver sko8a5 sem 

2 2 1 
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* 

1 \ » Z I . Z • o 

« a. + 4^ + ^ + »^| aW . 

J>annig heflr |)4 3J* veldi sOmu edli sem 2** veldi. Med sama 
haetti er \)k lika sannafl urn 4*>* og 3J* veldi. 

(3+1). 3. 13-1) (3+1)3 tt—lHS—a^ 

+ —mr 3~" a6 + 1.2.3.4 a6 

= a < + _ 4 a s 6 . U a t 6 i . iiii*a6» + iiliLioV 

^ 1^1.2 ^1.2.3 ^1.2.3.4 

273. fcegar yeWisexponent binomisins er keil tala, eins og 
( (268), t>i eru og allir cofficientarnir heilar tOlur, t>6 feeir i 
binomialformulunni s6 i brotiiki. J>etta leiSir af fevi logmali, 
er peir myndast eptir hver af dftrum me5 samlagningu (270, ?]), 
cins og 8j4 mi af myndum eoefficicntanna i hinum laegstu veld- 
um (271, 3). En |>eUa ma lika sanna af factorum coefficient- 
anna (269, p), |>annig: 

AA fyrsti factorinn - er heil tala, liggor i augum uppi, t>egar 

n er heil tala. A5 tveir fyrstu factorarnir — — « mynda heila 
tdlu, er auSsaett af fevf, ad tdlurnar n og (n— 1) eru nagranna- 
tOIur, 8vo hin eina verOur a5 vera jdfn, en bin dnnur <Jj6fn, og 
2 ( nefnaranum hlytur |>vf afl ganga upp f annaribvorri. Sama 
er ad segja urn 3 factora: 
w(n— l)(n— 2 ) 
1.2.3 
a5 3 hljdta afl ganga upp ( einhverri af hinum Jremur tolum. 

n,(n— l),(n— 2), 
sem koma nsest hver eptir a5ra i hinni eSIilegu talningarrod. 
I>vi einhver J>eirra er 

= (mod. 3) 
samber (105). Sama er a5 segja urn hva5 marga factora sem 
verfla. 

274. j>egar indexinn m i A™ verdur staerri en n, pa 
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ver5ur A^ = 0, pvi |)a kerast apturabaktalningin i teljaranum 

til null, e&a yfir null. VerSur |)i i meSal factoranna og 

gjdrir product J)eirra a5 nulli, J)vi multiplicator burtnemnr alia 

factorana eptir (53, 2), t. d. ef n = 4, en m = 7, pa verSur 

coefficientinn 

(4) 4 . 3 . 2 . 1 . . — 1 . --2 

* 1.2.3.4.5.6.7 





1.2.3.4.5.6.7 

= 0. 
SomuleiSis allir J>eir coefficientar, sem a eptir koma. Hinn 

seinasti coefficient verSur J>vi 

A ( 4 ) _ 4 -3.2.1 _ t 
* — 1.2. 3.4 — '» 

sem er coefficientinn vi5 6 4 , og par me5 endar series. 

274*. J>egar v&r litum & coefficientana, pa sjaum ver, a5 
peir alt til miOjunnar & veldinu skrifu8u sem polynomium. fara 
vaxandi, en sidan fara peir minkandi, og koma hinir somu aptur 
i gagnstaeSri rod, unz coefficientinn vi5 b n ver5ur = l,einsog 
hann var vi5 a n . Hinir naestu coefficientar ba5um megin, nefni- 
lega vi5 a""" 1 b og ab n ~~ x ver8a aeti3 = n, eins og veldis- 
vfsirinn. J>etta er skiljanlegt af J>vi a9 a+6 = 6+a> og pegar 
a+# potenserast, ver5ur pa5 eins og pegar 6+a potenserast, 
nema hva5 a og b skiptast um, og b n ver9ur vinstra megin, en 
o" haegra megin. Coefficientarnir koma af additionum serfram- 
kvaemanna og breytast ekki fyrir pad, p<5 a og b hafl saetaskipti 
og Oil veldi peirra a5 pvf skapi. |>etta s'aeist me5 J>vi a5 yfir- 
fara margfaldanirnar (54, A, B) (266), en skipta um a og 6. Er 
syo coefficientarobin apturabak lesin eins og bun er afram lesin. 
Skodum v§r t. d. sjOtta veldi 

6 15 20 

. 6.5.4.3 2 , 4 ,6.5.4.3.2 6.5.4.3.2.1 6 

~ l ~ 1 . 2. 3 . 4 a + 1.2.3.4.5 = 1.2.3.4.5.6 

A m ^ *«> 

15 6 1 
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|>egar coefflcientarnir eru jafnir, \>k fylla indexar peirra veld- 
isvfsinn n, og [>egar tW&rarmr fylla veldisvfsinn n, |)& eru coef- 
ficientarnir jafnir, eSa |>ar er : 



SkoOum fyrst hfcr f 6** veldi 

fl I A 6 — I 

I>a5 er A^ 6 ) = A^K Hit er 1 + 5 = 6; og murium til 
pess, afl indexinn I Ramusar binomial coefficien turn er aetifl liinn 

seinasti factor i nefnaranum (2G9, (J), eins og terminus generalis 

, . „. J6\ 6 A t6\ 6.5.4.3.2 .. 

Bynir. H6r er A\ ' = -r , en A\ ' = ; ft „ , — ; og eru her 

• 1 a 1 . z . 0.4. 5 

sameiginlegir factorar i teljara og nefnara |>essir : 2.3.4.5a- 
fram taldir f nefnaranum, en apturabak taldir i teljaranum. Ver 
getum £vf stytt brotiS me5 £eim. Kemur J>& 

|>ann!g er J)d coefficientinn vi5 aft 5 haegra megin, eins og vi8 
a B 6 vinstra megin. fess vegna, eins og her er summa expon- 
entanna e5a veldisvfsirinn = 6, svo er og summa indexanna = 6. 

SkoOum nu naestu coefficienta sinn fra hvorri hendi 

A^ = ^ 6 ) 
. « 6.5 6.5.4.3 

* a8 cr FT2 og -T27374 

far indexarnir s^na seinustu factora nefnaranna. 

Nu mc5 t>vf hinn fyrri coefficient liggur vinstra megin i hinum 
siSara, J>a afmSrkum ver hann med standstryki i honum j)annig: 

(6) _ 6. 5 ,| 4 . 3 
4 — 1.2.13.4 
og skoSum svo bA8a samskeytta. Sameiginlegir factorar i A J 
eru her 3 og 4, aframtaldir i nefnaranum, en apturabak taldir i 
teljaranum; og fegar stytt er me5 peim, verflur 

* — i . 2 — A 2 
Her er summa indexanna = 6, og exponentanna vi5 a og 6 
e5a veldisvisirinn = 6. 
f>essu naest komum ver til midjunnar 
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A \«) = A ( 6 ) 

,3 6 — 3 

6.5.4 _ 6.5.4 

e5a 1.2.3 — 1.2.3- 

Her er ekki um tvent a5 gjora, heldur eitt, og her eru engir 

sameiginlegir factorar i teljara og nefnara. |>annig verSur 

miSjan, pegar \e\d\sexponentinn er jofn tala. 

Nii viljiim ver sja hid almenna samskeytta form hins minna 

indexar m og hins staerra indexar n — m. 

Staersti sam- Minsti 

eiginl. fac- Sameiginl. factorar. sameig- 
tor. inL fact. 

(n — m) (n — m — 1) (m+1) 



Osameiginlegir factorar 
n(n — 1) •••• (n — m+1) 



1.2 m | (m+1) (m+2) n — m 

Minsti sam- Staersti. 

Osameiginlegir factorar. eiginl. fac- Sameiginl. factorar. sameig- 

tor. • inl. fact. 

Eptir terminus generalis standast a hinir seinustu 6sameigin- 
legu factorar (n — m+1) i teljaranum og m i nefnaranum. J>ess- 
ir eru her me5 standstryki greindir fra hinum sameiginlegu fac- 
torum haegra megin minkandi og vaxandi k misvfxl. Hinn staersti 
sameiginleigi factor n — m er einum minni en (n — m+1) i telj- 
aranum. Hinn minsti sameiginlegi factor m+1 er einum meiri 
en m f nefnaranum. R58in i teljaranum endar lika & m+1, en 
i nefnaranum & (n — m), sem er sa index, er fyllir indexinn m 
til a5 ver5a = n, en verSur J)6 a5 vera staerri en m, J)vf ann- 
ars gaeti hann ekki sta5i5 haegra megin, par r69in vex f haegri 
hond. Index m ver5ur J>vi a5 takast < &n, ef hann & a8 standa 
vinstra megin. 

Berum ver mi saman t. d. 3ja og 8 d » coefficient i llta veldi, 

pa er 

11 . 10.9. |8. 7 .6.5.4 < flt in) ./in 

1 .2.3.14.5.6.7.8 = 165 -*i = 4 ' 
Berum og saman 4*>a og 7<J« coefficient I sama veldi; ba er: 
11. 10 .9. 8 1-7. 6. 5 •_ „ ft __,(«») __ .(11) 
1 . 2 .3.4|.5.6.7~ 330_A 4 "" A 7 
Nii hinn 5ta og 6*» : 

"•'0.98.7.I6 (II)== (ll) 

1.2.3.4.5.6 5 6 
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Iter falla hinn sUersti og minsti sameiginlegi factor saman f 
einn, gem er 6. Nu er komin midjan, sem er tveir coefficient- 
ar jafnir, eins og vant er, pegar \e\d\s exponent inn er oddatala. 
Iter i pessum tdlulid kdllum vftr einungis sameiginlega factora 
p& sem nefnast vid Aframtalning og apturabaktalninguna i bi- 
nomial coefficientunum, en ekki pa sem pessir factorar kunna 
aptur a& leysast upp f. FjOIdi |>essara h6r umtdludu sameigin- 
legu factora er a?tid = n — 2m, pegar m er hinn minni index. J>etta 
mi bezt sja & nefnaranum f binu almenna formi me 5 pvi ad 
draga minni indexinn frA hinum meira, pvf pd er (n — m) — m 
= n — 2m. f>egar menn vita indexa beggja hinna jofnu coef- 
ficienta, pa erluegasti m&linn til ad Anna fjolda hinna sameigin- 
legu factora ad draga minna indexinn m fra hinum meira n — m, 
eins og s5st a nefnurunum almenna formsins og daemanna. 

Ef indexar coefficientanna ekki fylla veldisvisinn, pa eru coef- 
ficientarnir ekki jafnir, pvf pAvantar hina sameiginlegu factora, 
er stytt geti hid lengrabrot, svo padverdi ad hinu styltra vinstra 
megin \id standstrykid. f>ar verda pd hffgra megin vid stand- 
strykid anndhvort engir sameiginlegir factorar, heldur einungis 
dsameiginlcgir, ellegarpar verda baedi sameiginlegir og osameigin- 
legir factorar, og pessir osameiginlegu gjora pad, ad lengra brotid 
verdur ekki stytt, svo ad framkomi hid styttra brot, sem er vinstra 
megin vid standstrykid. 

V6r viljum nu gjOra pad lj6sara, ad pegar coefficientarnir eru 
jafnir, pa fylli indexarnir veldisvisinn, og tdkum til pess daemid 
A^ 3 ' = a' 8 ' her ad framan. Ver vitum, ad ef pessir coeffi- 
cientar eru jafnir, pa er : 

7[TTj = *' t>a8 er 

11.10.9.8.7.6.5.4 . n.JO.9 

12 3 4 5 6 7 8' J . 2.3 

11.10.9.8.7.6. 5.4 1 .2.3 __ 11.10.9 .8.7.6.5.4.3. 2. 1 _ 

1.2.3.4.5.6.7.8 X 11.10.9 ~~~ 1. 2i3. i.o.6.7. 8.9.10.1 f ~ 

Hfcrsest, ad 3 og 8 fylla 11, pvi toluruar fyrir aptan 3 i nefn- 
aranum eru 8, pvi teljarinn telur paer aptmabak. Eins er med 
8 i nefnaranum. Tolurnar par A eptir eru 3, pvi teljarinn telur 
paer aptur A bak. 



ellegar 
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Til ad sanna, ad pegar indexarnir fylla veldisvfsinn, £4 s& 

coefficicntarnir jafnir, mA og gjdra brotin A^ og ^in, sam- 
nefnd, semniiskal greina. VSr hOfum terminus generalis hlj65- 
anda upp a index m i (269, P); en vfcr Jmrfum a5 litvega oss 
hann fyrir index n — m, og {>a5 gjOrist me5 t>vf a8 innsetja 
(n — mj i stadinn fyrir m i hioum (269, g) eda einungis i hinn 
seinasta factor I teljara hans. f>a verSur 

n — rn + 1 = n — (n — m) + 1 = n — n + w* + 1 — m + 1 , 
svo seinasti factor teljarans verSur {mr = m + I. |>a verOur 

(n) n(n — 1 ) • • - • Cn — ra + 1) 

m — 1 . 2 •••• m 

.(n) n(n — 1)»"« fro+1) 

*(n-m) —1,2 ••••(n— m). 

Til a5 gj8ra brotin samnefnd, ma margfalda hvors brots teljara 
og nefnara med hins brotsins nefnara eptir (93), pannig: 
n(n — !)•••• (n — m + 1 ) . 1 . 2 • • • • (n — m) 
(1.2 •••• m) (1 .. 2 ••••(n— m)) 
n(n — 1 ) • • • • (m + 1 ) (I . 2 • • • • wi) 
(1 . 2 ••••n — m) (1 . 2- •••m). 

Nii farf a5 ra8a factorunum i teljurunum eptir staer5um Jjeirra, 
a5 svo miklu leyti sem verOur, [Jannig: 

(n) n(n — !)•••• (n — m+l)(n — m)«-»-2 . 1 

m — 1 . 2 ••••(m— m)(l . 2----»w) 
(n) w(n — l)»«"(rw+l) »?!•••• 2.1 



n " m 1 . 2 .•••("— m)(l.2----m). 

Nefnararnir em hinir somu, e9a brotin samnefnd, en teljar- 
arnir eru 6slitin factorarbb: 

n(n— 1) 1 

og t> e8S vegna einn og binn sami teljari. 

TSkum ver daemi5, sem v6r hof5um a5ur 

A< lJ >« A< ,! >' 

^3 8 

{)& er 

Sameiginlegir factorar 

1 1 . 10.9.8.7.6.5^4". 3.2. 1 11.10, 9 f . . , 

(1 . 2. 3. 4. 5.6. 7. 8) (1.2. 3) 1.2.3 

Sameiginlegir factorar. 
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275. f>egar ver i (274*) bdfdum gjOrt coefficientana A^ 

og An*L m samnefnda, £4 fengum vJr terminus general is I coef- 

/feitntartftinni 

(n) n(n — 1) 1 



A ™ 1 . 2---(n— m)(1.2----m)' 

Setjum nii n — m=p, J)& verdur j>+»i=n, og gaetum pess, a5 
index inn tn er sama tala, gem exponentinn vid 6. Verdur |>a 
p eins og exponentinn vid a. Nu getum vfcr sell teljarann fram 
fyrir, til a5 lata hann sidan verda sameiginlegan factor, en bok- 
staflna me5 exponenlum smum fyrir ofan; verSur ()a terminus 
generalis lidanna: 

A ux = 1 . 2 . 3 •••• fit — r . - — 5 

cr |>4 ffitid |)+m=n. 

II6r md stytta fyrir s&r, med pvf ad tdkna product af factor- 
urn i cdlilegri talnarOd, J)annig: [I] = 1, [2] = 1 . 2, [3] = 
1 . 2 . 3, [q] = I . 2....g, fe+l] = 1 . 2-..-(«+t), J)a er 

og [q] = ■ , 7^ ; = i^ZL- 1 . Iter med md utvidka taknun 
[>essa lil q = 0, og er t>a [0] =M = 1. Med feessum takn- 

* 

unum ma skrifa mjog stutl binomialformuluna, {mnnig: 





~ MIOJ ' (»-!] [I] ' [n-2][2] 
a" 6 n 
(01 [nl- 


aP 6 m 



En t>ess er ad gaeta, ad bun er deild med hinum afsidis selta 
sameiginlega factor [n], eins og sja ma vinstra megin. Her er 
allssladar p-\-m=n, og lidirnir samsvara dllum t>eim tilbreyting- 
um, er ma leysa upp n f summur tveggja addenda, er hvor fyrir 
sig er heill og positifur ellegar 0. 

276. f>egar J>rir iidir eru i rtitinni, sem befjast skal upp f 
veldi, er annadhvort hofd t>ar til margfoldun ellegar trinomial- 
formulan. Ma og nota |>ar til binomialformuluna, ef l stadinn 
fyrir b i henni er sett b-\-c, og petta b-\-c sidan hafid upp i oil 
t>au veldi, sem tiltekin voru med exponentunum vid b. Sama er 
ad segja um quadrinomial-, quintinomial- og yOr hofud poly- 
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nomial-formulurnar, J)egar lidirnir i rtitinni eru 4, 5, eda hvaO 
margir sem eru. Til ad hafa synishorn af J)essu, skodum ver 
her cubut trinomii. 

(a+b+c) 3 a a (b+c)» g^b+c) 1 a l (b+c ) 2 a°{b+c) 3 

[3] 73] [0] + [2] [1] + [l] [2] + [0] [3] 

Her skal inn setja i annan lid - — ; — .= + 



1 [l][0] ' [0][1] 

. DnSja hd - r - = I5n5j + mii] + Mlf] og I fjorda 

(&+£)» _ 6V_ , _6V_ _6V _&V^. kem „r 

[3] ~~ [3] [0] ^ [2j [I] "+■ [1] [2] + [0] [3]' {.a 

(a+b+c) 3 a 3 b°c° aWc , « 8 6V , aWc 

~ — rTinfATf/vi + [..ii ,ii 77i + rnwni TTi + 



[3] [3] [0] [0] ' [2j[IJ[()l ' [2][0j[l] ^ [l][2][0] 

aWc 1 aWc* a°b 3 c° a°iV 

+ i.n.ini + r.lfAimi + FTi i r„i mi + 



[l][l][l] ' £ 1 1 [0] 12] ' [0][3][0] ^ [0][2][l] 
qPft 1 ^ a° b°c 3 
+ [0j[l][2] + [0][0][3] a - 

Nu viljum ver til samanburdar finna cubus J>essa trinomii me5 
margfoldun 

a + ft +c 
a + 6 +c 
a 2 +a6+ac 

a6+ft 2 +ft c 

ac+ftc+c 2 



a 2 +2a&+2ac+6 2 +26c+c 2 

a - f- b -f-c ^ 

a^+2a 2 b+2a 2 c+ab 2 +2abc-\-ac 2 

a 2 b+2ab 2 +2abc+b 3 +2b 2 c+bc 2 

a 2 c+2abc+2ac+b 2 c+2bc 2 +c* 



a 3 +3a 2 6+3a 2 c+3a6 2 +6aftc+ft 3 +3ac 2 +3ft 2 c+3ftc 2 +c 3 • • • • 0. 

J>ess var getid adur (275), a5 coefficientunum vaeri a5 nokkru 
leyti vikid afsidis me9 J>vi a5 setja [n], sem herer [3], i nefnara 
sta5 vinstra megin. H6r af lei5ir f>a, a8 til a9 f& veldi5 skrifaS 
me5 venjulegum haetti me5 feess polynomial coefficientum, ver5ur 
a5 margfalda alia U5ina me5 [n], og deila siOan mefl £eimstaer8- 
um, sem i hverjum lid standa i nefnurunum. Her er [3] = 1 
. 2 . 3 = 6. Hvad lifiinn vinstra megin dhraerir, ^ kcmur 

25 
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J s= I, sem er coefficientinn vinstra megio. J>ar nsest verftur 
a B b°c° 

RFnfiTTi a ' $ a8 ssss a8 ' 8em er fy r8 *' ^' ur cu ^ u8ar l>essa trmo- 
[oJIUJIUJ 

a 2 6 l c° 
mtt. Annar HOur 7nfi|ifnf (skemra skrifaS 210) verSur §a 2 6 = 

Za*b. I>ri5ji li6ur 201 veraur ga 2 c = 3a 2 c. Fj6r5i 120 verSur 
$a& 2 = 3a6 2 . Fimti 1 1 1 ver5ur {abe = 6a6c. SjOtti 102 verSur 
%ac* = 3ac 2 (bann er hion 7^1 f (ft). SjOundi 030 i (a) verSur 
J6 8 = 6 8 . Attundi 021 verflur $& 2 c = 36 2 c. Niundi 012 verS- 
ur $bc* = 36c 2 . Tiundi 003 verSur Jc 8 = c 8 . 

277. Til ad t&kna nt* veldi alment gildanda polynomii 

(«i + «a + «3 •••• °t) n 
m& rita pa5 meS Ukum haetti, sem hins aSurnefnda trinomii 
pannig : 

(a, + a, + a, .••• a t )» <' of a?« ...-of 



[n\ K][w»a][»Wa] ••••[fw t ]' 

Indcxamir telja, greina og einkenna lioina po1ynomii y sem er 
r6tin ; er par hinn seinasti lidur audkendur med indexinum t In- 
dexarnir vid m helga exponentinn r6tarstaf t>eim, sem hefir sama 
index. En exponentar pessir eru her oakvardaSir, en hiBgriska 
2 t&knar summu allra lida, sem framkomid geta i pessari mynd, 

pannig, ad exponentarnir m^, m a , m 8 m t verdi hver og 

einn allar tOlurnar 0, J , 2, 3 • • • • n, me5 peim haetti, aB i hverj- 
um lid verSi summan aeti'5 m x + m 2 + m s ••••m t = n. 

Synishorn h6r af er framanstandandi cubus trinomii. i staBinn 
fyrir a, 6, c par er her a 1 , a 2 , a 8 , og pa t&knast 011 runan 
(276, a) pannig: 

(flt + a 3 + Qa) 3 ^ « q m a a m a q m, 
[3] KllmtHms]- 

Loksins tdkum vfcr til dsemis kvaflrat quintinomii e&a 51i8a- 
staerBar. 

(«i + q a + q a + q 4 + <>s) 2 = s a? 1 < 2 <» <* <ff 6 

[2] [^UmalKlKJK]- 

I>ar nu summa allra exponentanna m x -f- m 3 + *w 3 + w* 4 + w, s 
ekki m& verBa meiri en 2, p& ef m x er sett = 2, pa ver5aallir 
hinir exponentarnir =0, en . [m 2 ], [tn 3 ], [m 4 ] og [mg] = [0] 
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= 1. Me5 [nij], sem er 1 . 2 = 2, skal deila [2] = 2, pad 
er | = 1 gefur quintinomialcoefficientinn 1 i fyrsta lid, og 
sama er ad segja urn 5 fyrstu lidina i kvadratinu, sem eru pessir: 

2 , 2 • 2 i 2 • 2 

«t + «2 + a 3 + a 4 + a 5 ' 

Si5an verdur summan n = 2 a5 sundrast, og getur hun pa 
ekki ordid nema i tvennu lagi, eins og petta hj&ritada form synir, 

er synir allar merkingaroar btikstafanna 
m i 611 urn peim 15 lidum er mynda 
hid eptirleitada kva5rat fimmlidastaerdar- 
innar. f ollum hinum si'dari lidunum 
verdur fa tvisvar [1] = 1, sem marg- 

faldast saman til a5 deila n= 2 med: 

f21 v 2 
verdur p& . |. f J . -= — = 2, sem erco- 

efflcientinn i seinni lidunum. Hinir 

a5rir factorar [0] = 1 breyta engu, 

eins og vcnjulegt er. Ver5ur svo 

kvadrat pessarar fimmlidudu stserdar: 
+ a* + a* + a\ + a\ + 2a t a 2 + 2a x a 3 + 2a t a A 
+ 2a x a 5 + 2a 2 a 3 + 2a 2 a 4 + 2a 2 a 5 + 2a 3 a 4 + 2a 3 a 5 
+ 2 4 a 3 . 

Yfir hofud : hva5 margir lidir sem f rdtinni eru, pi er kvad- 
ratid jafnt summu kvadrata allra lidanna, plus tvofaldri summu 
allra producta af tveimur og tveimur lidum rtitarinnar. 

278. Athugi. f (233, X) var getiO um nokku5, sem veeri 
athugavert vi5 reikningsforskriptina 



m, 


i "»a 


l>"3 


m A 


m 5 


2 

















2 

















2 

















2 

















2 


1 


1 











1 





r 








i 








1 





1 











1 





1 


1 











1 





t 








t 








1 








1 


1 











1 





1 











1 


i. 


o? 


+ 


at 


+ 


o? 



n 

m m 



\/a = a n . 
Med pvf ad margfalda vdtarexponentinn — me5 m, og p& 

Tit 

undir eins \e\d\sexponentinn 1 med m (233, tj), p& breytist mynd- 
in pannig : 



n to 



S6 nil a positif tala, pa merkir \/a m ntu r6tina af a m , pd 

25* 
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sem er positif, en ekki fleiri, eptir |)vf sem menn hafa komi5 

m ml 

sir saman urn. far & mdti merkir a n fleira, Jm a n = (a m ) n 
og merkir allar ntu raetunar a m , bacdi verulegar og fmyndadar. 
Samber (253). Liking t>essi er |ivf 6full, og hefir eitt gildi vinstra 
megin, en n haegra megin. Si nu o m negatif staerd, en n jofn 
tala, t>& verdur vinstra megin imagincer staerd ein, en haegra 
megin verda t>»r n * Si n 6j6fn tala, fed er vinstra megin reaZ 
staerd, en haegra megin einnig imagincerar sUerdir. 

KeSjubrot (Fractio continua). 

279. Kedjubrot (fractio continua) nefnist l>ad brotabrot, 
sem er samantengt af fleirum brotabrotum, pannig, a5 allir telj- 
ararnir eru heilar tdlur, en nefnararnir blandnar tolur, og nefn- 
arar pessara bldndnu talna aptur blandnar tdlur o. s. frv. Kedju- 
brotanna almenna mynd er Jannig: 

x = « + &i 

a, + b 2 



a 2 4- & 3 



Os + *> A 



a 4 • • • • 
Hfcr er a beil tala, sem fylgja kann kedjubrotinu, b x er telj- 

Of ~T"~ O* 

ari kedjubrotsins ; — =■ blandinn nefnari J>ess. En |>essum 

blandna nefnara fylgir aptur f nefnaranum brotid — o. s. frv. 

280. p6 J)etta si hin almennasta mynd kedjubrotanna, |>a 
er (>a5 [)6 ekki hin venjulegasta. Hin venjulega er, a5 teljar- 
arnir 6 n 6 2 , 6 3 •••• si hver fyrir sig = 1. 

Kedjubrotin eru mjog hentug til ad rekja sundur staerdir, og 
gjora J)aer fear med haegri f medferdinni; t. a. m. stor brot, eda 
rettara sagt brot me5 sttirum tolum; og ma f>a stytta {>au an 
sammaelis Jmnnig ad |>au skekkist sem minst J>vi svo ber opt 
vid, ad ekki [)arf a fullri n&kvaemni ad halda, og er £& feaegilegt 
ad lata tdlurnar vera svo litlar semmd; og |>ad geta menn maeta 
vel afskamtad med kedjubrotum og hinum J)ar ut af fengnu nalg- 
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unarbrotum (fractiones convergentes), er kallast convergentar. 
Forskript fyrir sundurrakningu tolust6rra brota er {)essi: 

* = j = a ° + f - a ° + A = °° + i (a) - 

x y = J- = a, + J = oj + ± - a, + i (P). 
Pi Pi IPi I ** 



(a.) 



*» - Jr - * + pt- = ° 3 + (t\ =at + ^ (Y) " 

*3 = J" = <*3 + J 1 = «3 + f — X = «3 + — (8). 

J>3 J>3 (?L| X 4 

^ = Jr =>4 + ^ = «4 + ,A = «4 + X ~ (6). 

P 4 2>4 I P4 1 #5 



P t Pr iPr \ ^r + 1 






tit af pessu fast nu eptirfylgjandi sundurrakningar : 

x = a +■— eptir (a) (vj). 

*i = «i + — eptir (P) 
innsett gefur 
x = a + | (*)• 

x 2 = «2 + * e P tir (y) 

innsett gefur 

* = a + 1 to- 

«i + 1 

a 2 + 1 



#3 

#3 = «s 4- 1 eptir (8) 
x 4 
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innsett gefur 
x = a + J -_• (x). 



a 3 + 1 



<h + ! 



#4 

x 4 = a 4 +J^ eptir (e) 

innsett gefur 
x — d +_t ' (a). 



o 3 + 1 



"3+ 1 



«4+_L 

* 5 == a 5 + * 
ar 6 . 

f>annig m& Afram halda, unz a5 kemur x m , sem er heil tala 
mefi engu broti, og sem pess vegna er = a m 

Athugi. H6r hefir professor Ramus s&rlegan skrifmita til ad 
l&ta kcOjubrotin ekki vera svo fyrirferOarmikil i skriptinni. Hann 
ritar nefnilega ke&jubrotiS (k) pannig: 

x = Oq, a u a a , 03, a 4 , x 5 . ([i). 

fcegar keSjubrotid er rakid a5 einhverjum otilteknum lid x T , 
taknar hann J)a5 svo: 

x = a , a tl a 2 , •••• a r _ n a? r . (v). 

f>egar keSjubrotid er raki5 til enda, taknast svo: 

x = a , oj, a a , a m . (£). 

J>egar keSjubrotiS er rakifl fr& einhverjum tilteknum li5 a? r til 

annars tiltekins lidar a? t , t&knast J)a5 svo: 

x r = a r , a r-4 _ 1? a r _j_ 2l ••••a t _ l , # t (0). 

f>egar kedjubrotid er rakid fra x r til enda, taknast £a5 t>annig: 
a? r = a r , a r _^i, a r _^_ 2 , a r _p, a m (it). 

281. Daemi upp & sundurrakningu i tolum. Ver viljum 
rekja sundur brotid: 
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__ 45887 _ P_ _ P_ 

X ~~ 20286 — q ~ fa ' 

Sundurrakningin gjorist alveg eptir (138), ()annig: 

q = 20286) p = 45887 (2 = a . x =mU = 2,JHJ# . 

40572 

5315 = p x . 

Pl = 5315) tf=20286(3 = a l4 *i=*»H=84*fl- 

15945 



4341 = p 2 . 
P2= 4341) p 1= 5315(1 =a 2 . * 2 = ffH = j^^ 

-4341 

974 = p 3 . 
p 3 = 974) p 3 = 4341 (4 = a 3 . * 3 = 4 |fi = 4fff . 

3896 
445 = p 4 . 

p 4 = 445) p 3 = 974(2 = a 4 . * 4 = f|f = 2*f f 

890 



84 = p 5 . 
Pa= 84) p 4 = 445 (5 = o 5 . x 5 = *f| = 5f£. 

420 

25 = p 6 . 
Pe= 25) p 5 = 84 (3 = a 6 . * 6 = f| = 3 5 f. 

75 



1>t 



2>8 



9 = p T . 
= 9) p 6 = 25 (2 = a,. a?,= *$ = 2J. 

18 

7 = p 8 . 
= 7)p T = 9(1 = 0,. * 8 = *=!?- 



J>9 



2 = p 9 . 
= 2) p 8 = 7 (3 = a 9 . ^== J = 3£. 



1 = Pio- 
Pio= M P 9 = 2(2 = <i 10 . *io= f = 2 = a m = a? m 

2 

0. 

Kedjubrotid er nii & enda rakifi, og verdur uppsett eptir venju- 
legum haetti pannig: 
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x = 2+J 

3+J 

1+J 

4+J 

2+J 

5+j 

3 +< 

2+J 

1 + J 

3+ I 
2. 
Ellegar eptir Ramusar skript |)annig: 

x = 2, 3, 1, 4, 2, 5, 3, 2, 1, 3, 2. 
Hvernig eonvergentamir e9a nAIgunarbrotin verSa her ut af 
fundin, geymum vfcr oss ad utskyra sidar. 

282. Skyringar. Ver allium gott, ad menu kynni s&r vel 
formuluna (280, £), og viljum skyra hana her med nokkrum 
ordum. 

Pr — i 

[>a5 er \>& fyrsl alhugavert, a5 a r = segir, a5 s^rhver 

Pr 

fullur kv6ti x T flnnisl me 5 \>\i a9 deila nsstundangangandi leif 
Pr— i me5 p&verandi leif p r ; t. a. m. f daeminu (281) skyldi 
index vera 3, J)4 er f> r __t = P3— i = Pa = 4341, og p T =p 3 
= 974, J)d er ar 3 = 4 J^ = 4$f£. fcetta er sama sem naest 

Pr + l 

kemur i formulunni £, nefnilega o r H , sem er blandna 

Pr 

lalan 4f$£, pvf a r = 4 er hinn ofulli kvoti, e5a heila talan i 

hinum fulla kvota. BrotiS ^^ = $#£ heQr fyrir teljara hina 

Pr 
komandi leif p T -\-i = 445, og fyrir nefnara hina ^verandi leif 

p 3 == 974. Her sest, aO f reikningi J>essum parf ekki ad skrifa 
tolumar, sem eru haegramegin 1 daeminu (281), J)vi allar lolurnar 
fast vinstra megin. f>essn naest kemur f reikningsforskriptinni 

(£), a5 bin umtalaSa blandna tala s6= a P + =4-— - 

/Pr \ (SJI) 

\Pr + l ) 

|>essi ummyndun & brotinu verdur J)ar af skiljanleg, a5 J)a5 er 
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ems og j)a5 se stytt me5 teljara sinum, e8a a5 J)ess teljara og 
nefnara sfc deilt me3 teljaranum; j)egar {)vi p r -f-i er deilt me8 
p r _j- l9 kemur 1 i kvota, sem er hinn nyi teljari, og J)egamefn- 

Pr 

aranum p r er deilt me5 p-j-i, kemur — - i nefnarann, syo 

hid nyja brot verdur 

1 1 



/Pr \ *r + l. 

\P r + 1 / 



Eins er i tolunum, brotid 

445 : 445 _ J_ 1_ 

974 : 445 — (HI) ~~ x 4 
Ver5ur svo ||| = x 4 e5a hinn komandi fulli kvoti. 

283. Hvernig finna megi nalgunarbrotin. 
Forskript: 
a a x a 2 o 3 a 4 a T (a). 

J? JL y° vi y± y* y± v _l m 

1 z z t z 2 z% z 4 z T 



Vt 2/r-l a v + Vt- 



z £ z r _ x a r + * r . 



(T)- 



I>a8 er: Serhvert nalgunarbrot — faest me8 {>vi, a5 margfalda 
hi8 naestundanganganda nalgunarbrot f teljara og nefnara 

2 r-l 

me8 ofulla kvotanum a r , og J>ar vi5 sidan leggja teljara og nefn- 

Vt— 2 

ara hins annars nalgunarbrots k undan, sem er . Til {)ess 

z r-2 

a8 geta strax byrja5 fessa reglu vi5 a , {>& eru h&r sett tvO 
hjalparbrot 

fyrir framan nalgunarbrotin; og feessi hjalparbrot eru vi8 allar 
tGlur hin somu. 

Af n&lgunarbrotunum eru 

Vo V\ 2/2 Vz y%n 2/2n+l Vm , e v 

— — • • • • - . • • • • ■ lol« 

Zq Z t 



EE co St 

<-^ £T e-»»* 

•■•• O* *-• 

Ox n Ov 



o i (8) 



■ • • 


5 2n 


*2n+l 


• • ■ 


o 


o 


o 


-t 


F-K 


•-* 


•-*» 


CD* 


CO 


■^w« 


GO 


e-«* 


n 


O* 


•-* 
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SkakkatakmOrk nilgunarbrotanna 



1 



I 



t 1 



*2 



iifli 



ZqZx Z x Z 2 «a«3 *3*4 



*2n 
1 



*2n+l 
1 



r^mri 



(0- 



■— — • • • 



*2n*2n+l *2n+t*2(n+l) 



t>rengri ty). 



284. Framhald daemisins (281). 
N&lgunarbrotin flnnast \>ti Jmnnig: 
a a x a % a* a A 







i 

o" 



2 

2 
1 



3 

1 
3~ 

*1 



1 

4 



4 

43 
19 

y* 



2 

95 
42 

Va 

*4 



as 
5 

229 

*5 



a 6 f Quotient es 
3 ( incompleti. 



1649 
729 

*6 



FracJiones 
convergen- 
tes. N41g- 
unarbrot. 



M»^ 


CO 


— 




QD 




s- 




QD 




MM>% 


*■•• 


©» 


MM* 




©» 




^w 




©» 




MM* 


OR 


3. 


Off 




» 




Q* 




1 




O* 


1 


1 


1 


1 




1 




1 




1 





*0 

1 

at 
2 



Z 2 



*3 



9 
1 



1 1 



2 
I 



2 



r2 



1 



1 



(Limites 
errorum. 
Skakka- 
takmork. 

Quoti incompleti, ultimus 
completus. Ofullir kvotar. 
Hinn seinasti fullur. 



«9 

3 



a io 
2 



3816 5465 20211 45887 



1687 2416 



8935 

*9 






9Q9gg i fVacltones con- 
Iwrpenfes. Nalgun- 
1™ arbrot. 

CD* 



00 

s 



Ox 



QD 



1 



1 



2 



2 

8 



1 



1_ 

*9 
1 



Limites errorum. 
SkakkatakmOrk. 



o 
T 



2845969 5837056 79834225 
f>egar bui5 er a5 skrifa 6fullu kvdtana og bj&lparbrotin t>annig : 
2 3 1 4 2 o. s. frv. 
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t>& ma reikna eptir (283, y) 

2,1+0 _ 2 

1 



Vo 



2.0+1 l z 

sem skrifast undir 2 = a > stendur |)& svo: 

2 3 14 2 



o 
T 



1 

IT 



2 
T 



Nii tek eg tffulla kvotann 3, og reikna eptir (283, y) 
3.2+1 = 1_ = yi 

3.1+0 3 z x 

og skrifa | undir ofulla kv6tann 3, stendur pa svo: 

2 3 1 4 2 

12 7 

T ff T tf* 

Si5an tek eg 6fulla kvtitann a 2 = 1 og reikna: 

1.7 + 2 = 9 = y_2 

1.3 + 1 4 z 2 * 

fessa | skrifa eg undir 1 = a 2 , stendur J)& svo: 

2 3 14 2 





T 



h 



? 



7 

IT 



*• 



Si5an tek eg 4 og reikna eptir (283, y) 

4.9 + 7 ^ 43 

4 . 4 + 3 — 19 
skrifa $£ undir 4 = a 3 , stendur J)& svo: 

2 3 14 2 

1 2 7 ft 43 

1 1 3 "? 19* 

fessi reikningur eptir (283, y) er svo lettur, a5 mi reikna 
hann i huganum, me5an tSlurnar eru litlar, og J)a5 lengst frara 
eptir. En sidan ma reikna hann afsidis skriflega. 

Professor Degen hafdi o5ruvisi uppsetningarm&ta, sem er feaBgi- 

legur optaslnaer, nefnilega: y 
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AB bin gefna stserB, gem v6r sundur rBktum, nefnlega £&£§{ 
ekki verdur sem brot stytt eptir venjulegum h®tti meS sam- 
maeli (88), er auBsstt af pvf, ad tOlurnar hafa engan sammaeli, er 
s6st af (281), |>ar p I0 = 1. Talan 45887 er einm'g frumtala. 
I>afl kemur s£r |>vf vel, a9 m& stytta slfk brot me 5 keftjubrotum, 
pannig, a& |)au skckkist sem minst. |>vf me 5 jafnlitlum tolum, 
gem n&lgunarbrotin hafa, eru engin brot til, sem jafnlitinn skakka 
hafa. 

Nu fOrum v8r aft hugleida skakka nalgunarbrotanna. Eptir 
(283, £) er skakkatakmark ndlgunarbrotanna = - ¥ . En skakk- 
inn gjilfur er \)6 minni, svo par er: 

U < \y 
Ed 

ft = JL _ U . , _ * . 

45887 
[>etta viljum v8r heimfaera upp 4 brotiB «/r«ofi> sem er n u 

vort — . Ef v6r gjBrum paB afl tugabroti me8 J>vi, aB divi- 

dera 45887 meB 20286 eptir (179) (180), fed er i^JJ = 
2,26200335206546 •••• 
V*r viljum pnSfa ndlgunarbrotin — , — og — , Jrannig: 

& = ~ = 2,26200873 of st6rt 

^ = *j[gg = 2,26200335 



20286 



f 5 = 0,00000538 

* = _*1 — 0,0000*1906. 
z* 52441 ' 

Her sjdum v6r, aB nilgunarbrotiB ^ er of stort, aB skakkinn 
f 6 er = 0,00000538, en skakkasvaiBiB eBa skakkatakmarkiB er 
0,00001906. 

Nii tOkum v6r ^ 

*6 
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x ==• i^rll = 2,26200335 
20286 *!*v*w««« 

^ = J|JJ = 2,26200274 of MiB 

* 6 729 _! 

f 6 = 0,00000061 

k " 53TT41 = ^O^ 00188 - 
Her sjaum ver, a8 n&lgunarbrotio — er of litid, a5 skakkinn 

Z 6 

f 6 er 0,00000061, en skakkasvaB8i5 — = 0,00000188. Nii tok- 
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of stort 



Her sjaum ver, a5 n&lgunarbroti5 — er of st6rt, a5 skakkinn 

z i 

f n er = 0,00000020, en skakkasvaeOid T er = 0,00000035. 

z 7 



285. Framhald sama daemis. Skakkatakmarkid frengra 
(283, tj), sem er einnig mismunur tveggja najstu convergenta, 

{>a5 er fyrir ^, ^ og J t>annig: 

^5 Z 6 *<j 

i - 229! 729 - 16^4T = °> 00000 ^ 

^ = 729 . 168f = 1229823 " > 00000081 
1 1 1 

= T^T oil* = / 7v7t^QO = 0,00000024. 

z t £ 8 1687 .2416 4075792 ' 



A9 J>essi skakkatakmdrk eru sama sem mismunir naestu con- 
vergenta, sest pannig : 
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^1—^= 0,00000081 

2 t 2 6 

&- = 2,26200355 
2 T 

^ 8 - = 2,26200331 

2« 



?1— ^= 0,00000024. 

z l 2 6 

Hvernig & {jessu stendur, verfiur ljosara sfflar, feegar fari5 
verOur a9 sanna J>essa laerd6ma. 

p6 a5 skakkatakmorkin |>rengri gangi skakkanum miklu naer 
en hin rymri, {>d nota menn samt opt hin rymri, vegna |>ess J)a5 

er hsegraafl finna -y, heldur en , |)vf til a5 finna J>etta 

Z T Z t Z T+i 

sfdara verdur ad vita nsestkomanda kvota og ronver^nte-nefnara, 
og ()ess vegna fara nokkud lengra, heldur en ma9ur annars 
hefdi viljad fara. Delmingi menn hid prengra skakkasvsedi, faest 
skakkatakmark, er skakkinn kemst aldrei ofan fyrir. 



286. Si ur keSjubrotunnm (280, tq, ft, t, x, X) undanfelt 
, verdur hi5 eptirstandanda af kedjubrotinu eonvergentinn 

(fa 

til a t . pk er nefnilega a efla' -y- eonvergentinn til a eptir 
(tj) = y ~. J>ar naest 

z o 



a + J, 



(a) 
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keSjubrot e5a blandin tala = convergentinum til a x eptir (ft) = 
— . fcar naest 

<*o +J 

keBjubrot = conver^enJinwro til a a eptir (t) = — . J>ar naest 

z 2 

«o + * 



«i +J («) 

«i + L 

keBjubrot = convergentinum til a 3 , eptir (x) = — ' Subvert af 
pessum faest ut af hinu naestundanganganda me5 f)vi a8 breyta 

287. Nu viljum v6r sniia keBjubrotunum i einfold brot, an 
pess p6 ad hafa hina auBveldustu adferd par til, sem synd var 
i (283, y), p4 er 



2 X a t a} 

t>ar naest 

V2 a o + 1 «o + a 2 



eptir (82) • • (a). 





z 2 






«i 


+ _L 

a 2 


pvi 


brotna 


broti5 


1 












«i 


+ 


1 

r.2 



«i «a + i ; 



gjdrist haegast a5 einfold u broti me 5 J>v( a5 margfalda teljara 
pess 1 me5 nefnarans nefnara a 2i og par naest nefnarann a x + 1 

einnig me5 a a eptir (98) ellegar (83). Af pessu kemur brotid 

<*2 

a x a 2 + 1, 
sem sett vi5 heilu tdluna a gefur blOndnu tdluna 

«o + £2 

a x a 2 + 1, 
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er gjftrist aS Inunbroti 

rto"i « 2 + a o + °a ^ ya 

Framvegis 



(6). 



*3 



= fl + 1 

a t + i 



a 2 + \_ 

f>ossu md snua f alment brot me8 J)vf ad byrja neSan til og 

taka fyrst 

1 *„ 



fr* 



J>* 



"a + 1 «a'*3 + I- 

1 = _*j£s + J 

«i + a* «ia a a 3 + a l + <hl 

a a a 3 + 1 



a x a 2 a z + «i + a 3 

«i«a a s + a i + a 3 
[>ess vegna 

^1 = ?p«i«a«3 +_?o a i.+ a ° a 3 + £*?»_+_* 
s 3 Oifla«3 + «i + a 3 



•(c). 



288. t>essu napst viljum ver sanna reghina (283, y); |)& er 
eptir (286) 

Vo _ a o , * 

* ~ T (a) > 

sem er beila talan i kefljubrotinn, ef hun er nokkur; annars er 
s& convergent = 0. |>etta 4 a8 vera samhljofla 

' £ _ f-'^ + f-' on, Tl . 

*r *r-l a r + *r- 2 

Hfcr er 

r = 0, r— 1 = — !, r— 2 = —2. 

{>essir negatifu indexar benda & hj&lparbrotin. Til samhljtid- 
unarinnar utheimtist J)d 

y r -i ^= y r - t = 1 y r -2 = 2/-2 = 

2 r -|=:2_l =0 * r _ o = *-2 = 1. 



